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PROBLEME 1

PARTIE A : Etude de deux suites

On définit les suites (u,,),cp- €t (V,,),en- PAr:

1 “ 1
Vn e N, wu, = 2 - Inn+1) et v, = ; T In(n)
1 1
1. a. Montrer:  Vt €]0; +oo], = <In(t+1) —In(t) < T

b. En déduire que les suites (u,,),,c- €t (v,,),cn SONt monotones, puis qu’elles

convergent vers une méme limite notée ~.

. Montrer alors :

N

"1
2 F Tl IR

(O3]

. a. Justifier : vne N, wu,<7v<wv, puis

Vn € N*, %

1
. < _ _ .

b. En déduire une fonction Python d’en-téte def approx() : qui renvoie une
approximation du réel v a 10~° pres. On suppose la bibliotheque numpy importée

par la commande import numpy as np; la commande np.log(x) renvoie In(z).

PARTIE B : Etude d’une fonction définie par une série

2/13



@' Prépa Simple EM Lyon — Mathématiques — 2021

4. Montrer que, pour tout x de [0; +00], la série

converge.

On pose alors, pour tout = de [0; +o0] :

-5 (-5
VLR kra)
5. a. Calculer S(0) et vérifier : S(1) = 1.

b. Montrer, pour tout n de N* :

n (1 1 il g 2 1<~ 2
M) S e

k=1 k+ > k=n+1 k=114 —

En déduire la valeur de S (%) .

6. a. Montrer :

V(z,y) € [0;+002, S(y)—Sx)=(@y—=z)> + :E)l(k; )
k=1

b. En déduire que S est une fonction croissante sur [0; +oo].

c. Montrer : Vx € [0; +o0, Vh € R* tel que z + h € [0; +0],
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S(x+h)—Sx) X 1 X1
— —| < |k —.
h 2 o] <2

En déduire que S est dérivable sur [0; +oo| et :

+00
1
Va € [0;4+o0], S'(z)= —_—.
On admet que S’ est également continue sur [0; +oo].
1
7. a. Montrer : Vz € [0;400], S(z+1) :S(x)+x+l'
b. En déduire :
"1
VneN*, S(n)= T

k=1

c. En utilisant la croissance de la fonction S sur [0; +oo[, montrer : S(z) ~ In(x).
T—+00

8. a. Vérifier :

1 n
1 1
Vn e N* = = d
n e , Uy, /oz<k k+m> x,

le réel u,, étant défini dans la partie A.

b. En déduire :
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1
c. Conclure: / S(z)dx = 7.
0

PARTIE C : Application en probabilité

siz <1

0
On considere la fonction f définiesur Rpar:  Vz e R, f(z)=1< 4
x

9. Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire réelle X a densité, définie sur un

espace probabilisé (€2, A, P), de densité f.
10. a. Déterminer la fonction de répartition de X.

b. La variable aléatoire X admet-elle une espérance?

On définit la variable aléatoire Y par: Y = X — | X |, ou |z | désigne la partie entiére du

réel z.

11. a. Montrer, pour tout x de [0; 1] :

puis P(Y <z)=S(z).
b. En déduire la fonction de répartition de Y.
c. Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et préciser une densité de Y.

12. Justifier que Y admet une espérance puis, a ’aide d"une intégration par parties,

montrer : E(Y) =1—~.
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PROBLEME 2

Pour tout n de N*, on note R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de

degré inférieur ou égal a n.
Soient n € N*, (T},),cn une suite de polyndémes de R,,[X] et 7" un polynéme de R, [X].

On dit que la suite de polynémes (7},);c, converge vers 1" lorsque :
VeeR, lim T(x)=T(z).
k—+o00

Dans ce cas, on admet que si, pour tout k£ de N,

n
_ i
T, = E a,m»X
i=0

avec (ay, g, ..., ay,) € R, etsi

T = Zﬂ: b, X'
=0

avec (by, ..., b,) € R, alors : pour tout i de [0; n], kl_l)inoo ay s = by

PARTIE A : Etude d’endomorphismes de polynémes

Pour tout n de N*, on définit 'application ¢,, sur R,[X] par :

1 1
VP eR,[X], ¢.(P)=XP——((2n—1)X +1)(X — )P’ + 5 X(X —1)2P".
n n
1. Soitn € N*.

a. Calculer ¢,,(1) et vérifier :

Vi e [1;n], ¢, (X" = MXZH + Z(n—2z)X1 + Z—zX"l.
n n
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b. Montrer que ¢,, est un endomorphisme de R, [X].

Pour tout n de N*, on note A,, la matrice de ¢,, dans la base canonique

B, =(1,X,..,X") de R,[X]; ainsi, pour tout n de N*, A, est une matrice de M, ;(R).

2. Casn=2:

0 1/4 0

a. Vérifier: A, = | 1 1/2 1

0 1/4 0

1
b. Montrer que le spectre de A, est {—5, 0, 1}.

Justifier alors que A, est diagonalisable et déterminer les sous-espaces propres de A,.
c. En déduire le spectre de ¢, et une base de R,[X] formée de vecteurs propres de ps.

3. Montrer que, pour tout n de N*, (X — 1)" est vecteur propre de ¢,, associ€ a la valeur

propre —-.

4. Soitn € N*.

a. Vérifier: Vi € [0;n], (p,(X%))(1) = 1.

b. En déduire que la somme des coefficients sur chaque colonne de A,, est égale a 1.
c. Montrer alors que 1 est une valeur propre de ¢,,.

5. Soitn € N*.
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a. Montrer :

VP ER,[X], (n+1)%0,,,((X - )P) = (X —1)(n%p,(P) - P).

b. En déduire que si P est un vecteur propre de ¢,, associé a une valeur propre ), alors
(X — 1)P est un vecteur propre de ¢, ; et préciser la valeur propre associée en

fonction de ).

6. a. A l'aide d'un raisonnement par récurrence, montrer, pour tout n de N* :

Sp(en) = {M e [[o;n]]}-

n

b. En déduire que, pour tout n de N*, ¢,, est diagonalisable et déterminer la dimension

de chacun de ses sous-espaces propres.

7. Soit n € N*. On note II,, le polynéme de R, [X] défini par :

a. A l'aide de la question 1.a., montrer : o, (IT,,) = II

-
b. En déduire le sous-espace propre de ,, associé a la valeur propre 1.

8. Soient n € N* et P un polynoéme de R,,[X]. On note, pour tout j de [0;n], R, un

B i1
vecteur propre de ¢,, associé a la valeur propre \; = %ﬁ)
n

a. Justifier qu’il existe (o, aq, ..., ) € R™™ tel que :
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pour tout k£ de N*,

A(P) =D o)\,

ol ¢F désigne 'endomorphisme ¢,, o ... o ¢,, (k fois).

b. On suppose dans cette question n > 2. En déduire qu’il existe un réel « tel que la

suite de polynomes (X (P)),  converge vers le polyndme «11,,.

keN*

PARTIE B : Etude d’une expérience aléatoire

Dans cette partie, n désigne un entier de N supérieur ou égal a 2.

On dispose d"une urne rouge et d'une urne bleue ainsi que de n boules rouges et de n

boules bleues, ces 2n boules étant supposées indiscernables au toucher.

Initialement, on place les n boules rouges dans 1'urne rouge et les n boules bleues dans

I'urne bleue.

On procede alors a une succession d’épreuves aléatoires, chaque épreuve consistant a
échanger au hasard une boule de I'urne rouge avec une boule de l'urne bleue. Aprés

chaque épreuve, chaque urne contient donc toujours n boules.
On modélise cette expérience par un espace probabilisé (£2, A4, P).

Pour tout entier k£ de N*, on définit la variable aléatoire Z;, égale au nombre de boules
rouges présentes dans l'urne rouge a l'issue de la k-ieme épreuve. On pose également

ZO:TL.

On pourra remarquer que, apres chaque épreuve, le nombre de boules rouges dans

I"urne rouge est toujours égal au nombre de boules bleues dans 1'urne bleue.

9. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z;.
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10. Soit k¥ € N. Montrer : pour tout ¢ de [0; n],

1—1
n

>2P(Zk=i—1)+2i<1—3> P(Z, =)

P(Zya = 1) = (1- .

+<ZZ ) P(Z, =i+1)

11. a. Recopier et compléter les lignes incompletes de la fonction Python suivante pour
que, prenant en entrée le nombre n initial de boules rouges et le nombre %
d’épreuves réalisées, elle renvoie une simulation de Z,. La commande

np.random.random() renvoie un réel choisi au hasard selon la loi uniforme sur [0; 1].

Python

import numpy as np

def simule(n, k):
R =mn # R désigne le nombre de boules rouges dans 1l'urne rouge

for j in range(l, k + 1):

aleaR = np.random.random()

aleaB = np.random.random()

if aleaR <= R/n and aleaB <= R/n:

return Z

b. Ecrire une fonction Python d’en-téte def esperance(n, k) : qui, prenant en entrée le
nombre n initial de boules rouges et le nombre k d’épreuves réalisées, renvoie une

estimation de 'espérance de Z,.

On justifiera, en particulier, la méthode d’estimation.

c. On utilise la fonction précédente et on trace I'espérance de Z,, en fonction de k pour

différentes valeurs de n. On obtient le graphe ci-dessous.
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Le graphe représente, pour k entier de 1 a 70, les valeurs renvoyées par esperance(n, k)
pour n = 30 (croix), n = 20 (losanges pleins) et n = 10 (cercles barrés). Les trois nuages
de points décroissent : celui de n = 30 part de 29 en k£ = 1 et se stabilise autour de 15;
celui de n = 20 part de 19 et se stabilise autour de 10; celui de n = 10 part de 9 et se

stabilise autour de 5.

Emettre une conjecture sur la valeur de la limite de I'espérance de Z, lorsque k tend vers

—+o00.

12. Onnote, pour tout kde N: A, = Z, .| — Z,.

a. Déterminer, pour tout £ de N, I'ensemble A, (£2).

b. Montrer, pour tout k de N :
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et

c. Montrer alors, pour tout £ de N :

BE(A,) =1— %E(Zk) puis  E(Zpy) = (1 _ %) E(Z,) + 1.

d. En déduire, pour tout £ de N, une expression de E(Z,,) en fonction de k et de n.

Calculer klim E(Z,) et commenter le résultat obtenu.
—400

13. Pour tout k£ de N, on définit le polyndéme @, de R,,[X] par:

n

Q=) P(Z,=i)X"

=0

a. Alaide de la question 1.a., démontrer, pour tout k de N : ¢,,(Q}) = Q4.1, ol ,, est

I'endomorphisme étudié dans la partie A.

b. En déduire qu'il existe un réel « tel que la suite de polyndémes (Q;,) .o, converge vers

le polyndéme «II,,, ot II,, est le polynome défini a la question 7.

14. a. Déduire de la question précédente : pour tout i de [0; n],
2
: . (n
m iz -af2)
b. On admet la formule suivante :

wamert, S()()- (1)

=0
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&)

c. Montrer que la suite de variables aléatoires (Z},),., converge en loi vers une variable

Montrer: o=

aléatoire Z dont on précisera la loi et ’espérance.
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