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Problème 1

Notations

𝑛 désigne un entier supérieur ou égal à 3.

ℳ𝑛(ℝ) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre 𝑛 à coefficients réels.

On identifie les matrices unicolonnes 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1

⋮

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

d’ordre 𝑛 avec les vecteurs de ℝ𝑛.

ℝ𝑛 est muni du produit scalaire canonique noté ⟨⋅, ⋅⟩, défini par : si 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1

⋮

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

et

𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑦1

⋮

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, alors

⟨𝑋, 𝑌 ⟩ =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘.

En identifiant les matrices de ℳ1(ℝ) avec les réels, on a ⟨𝑋, 𝑌 ⟩ = 𝑡𝑋𝑌 .

𝐼𝑛 désigne la matrice identité de ℳ𝑛(ℝ).

𝐴𝑛 est la matrice de ℳ𝑛(ℝ) dont le terme général 𝑎𝑖,𝑗 est égal à 1 si |𝑖 − 𝑗| = 1 et égal à 0
sinon.
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Ainsi, par exemple :

𝐴3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

et 𝐴4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

1. Montrer que 𝐴3 est diagonalisable.

Déterminer une matrice inversible 𝑃 ∈ ℳ3(ℝ) et une matrice diagonale 𝐷 ∈ ℳ3(ℝ)
telles que 𝐴3 = 𝑃𝐷𝑃 −1.

2. Soit 𝜃 ∈]0, 𝜋[. On désigne par 𝑆𝜃 l’ensemble des suites réelles (𝑠𝑘)𝑘∈ℕ telles que 𝑠0 = 0
et, pour tout entier naturel 𝑘, 𝑠𝑘+2 − 2 cos 𝜃 𝑠𝑘+1 + 𝑠𝑘 = 0.

Montrer que, si la suite (𝑠𝑘)𝑘∈ℕ appartient à 𝑆𝜃, alors, pour tout entier naturel 𝑘 :

𝑠𝑘 = 𝑠1
sin(𝑘𝜃)
sin 𝜃 .

En déduire que 𝑆𝜃 est un espace vectoriel réel de dimension 1.

3. Soit 𝜆 une valeur propre réelle de 𝐴𝑛 et 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1

⋮

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

un vecteur propre non nul

associé à 𝜆.

On note 𝑚 le plus grand des réels |𝑥1|, |𝑥2|, … , |𝑥𝑛|.

3. a. Montrer :
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⎧{{
⎨{{⎩

𝜆𝑥1 = 𝑥2,
∀𝑘 ∈ ⟦2, 𝑛 − 1⟧, 𝜆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘+1,
𝜆𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1.

Montrer, pour tout entier 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, |𝜆| |𝑥𝑘| ≤ 2𝑚, et en déduire |𝜆| ≤ 2.

3. b. On suppose |𝜆| < 2.

Montrer qu’il existe un unique 𝜃 ∈]0, 𝜋[ tel que 𝜆 = 2 cos 𝜃.

Montrer que la suite (𝑠𝑘)𝑘∈ℕ de 𝑆𝜃 déterminée par 𝑠1 = 𝑥1 vérifie :

∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑠𝑘 = 𝑥𝑘 et 𝑠𝑛+1 = 0.

En déduire qu’il existe un entier 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ tel que 𝜃 = 𝑝𝜋
𝑛 + 1 .

Pour tout entier 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, on note :

𝜃𝑝 = 𝑝𝜋
𝑛 + 1, 𝜆𝑝 = 2 cos 𝜃𝑝, 𝑋𝑝 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

sin 𝜃𝑝

sin(2𝜃𝑝)

⋮

sin(𝑛𝜃𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

3. c. Soit 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. Montrer que 𝜆𝑝 est une valeur propre de 𝐴𝑛 et que 𝑋𝑝 est un vecteur
propre associé à 𝜆𝑝.

3. d. Montrer que {𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛} est l’ensemble de toutes les valeurs propres de 𝐴𝑛 et
que (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) est une base de ℝ𝑛.

4. Soit 𝑈𝑛 la matrice de ℳ𝑛(ℝ) de terme général 𝑢𝑝,𝑞 = sin( 𝑝𝑞𝜋
𝑛 + 1), pour

(𝑝, 𝑞) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2.
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5. Montrer que 𝑈𝑛 est inversible et déterminer la matrice 𝐷𝑛 ∈ ℳ𝑛(ℝ) telle que
𝐷𝑛 = 𝑈−1

𝑛 𝐴𝑛𝑈𝑛.

6. a. Montrer, pour tout couple (𝑝, 𝑞) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2 :

𝜆𝑝
𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑞 = 𝜆𝑞

𝑡(𝑋𝑝)𝑋𝑞.

En déduire que la base (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) est orthogonale et que, pour tout couple
(𝑝, 𝑞) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2 tel que 𝑝 ≠ 𝑞, on a :

𝑛
∑
𝑘=0

sin(𝑘𝜃𝑝) sin(𝑘𝜃𝑞) = 0.

6. b. Montrer, pour tout 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ :

𝑛
∑
𝑘=0

cos(2𝑘𝜃𝑝) = 0.

En déduire que, pour tout entier 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, on a :

𝑛
∑
𝑘=1

sin2(𝑘𝜃𝑝) = 𝑛 + 1
2 .

6. c. En déduire 𝑈2
𝑛 = 𝑛 + 1

2 𝐼𝑛, puis 𝐴𝑛 = 2
𝑛 + 1𝑈𝑛𝐷𝑛𝑈𝑛.

Problème 2

On considère l’application 𝑓 ∶ [0, 1[→ ℝ définie, pour tout réel 𝑡 ∈ [0, 1[, par :

𝑓(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

− ln(1 − 𝑡)
𝑡 si 𝑡 ∈]0, 1[,

1 si 𝑡 = 0.
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1. a. Montrer que 𝑓 est continue sur [0, 1[.

1. b. Montrer que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ]0, 1[ et calculer 𝑓 ′(𝑡) pour tout réel 𝑡 ∈]0, 1[.

1. c. Établir que 𝑓 ′(𝑡) tend vers 1
2 lorsque 𝑡 tend vers 0, et que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur

[0, 1[.

1. d. Montrer, pour tout réel 𝑡 ∈ [0, 1[ : ln(1 − 𝑡) + 𝑡
1 − 𝑡 ≥ 0.

1. e. Dresser le tableau de variation de 𝑓 . On précisera la limite de 𝑓(𝑡) lorsque 𝑡 tend
vers 1.

1. f. Tracer l’allure de la courbe représentative de 𝑓 . On n’étudiera pas la dérivée
seconde de 𝑓 et on admettra que 𝑓 est convexe.

2. a. Montrer que, pour tout réel 𝑥 ∈ [0, 1], l’intégrale ∫
𝑥

0
𝑓(𝑡)d𝑡 existe. On distinguera

les cas 𝑥 ∈ [0, 1[ et 𝑥 = 1.

On note 𝑔 ∶ [0, 1] → ℝ l’application définie, pour tout réel 𝑥 ∈ [0, 1], par

𝑔(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑓(𝑡)d𝑡.

2. b. Montrer que 𝑔 est continue sur [0, 1], de classe 𝐶2 sur [0, 1[ et calculer 𝑔′(𝑥) pour
tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[.

2. c. Établir que 𝑔(𝑥) − 𝑔(1)
𝑥 − 1 tend vers +∞ lorsque 𝑥 tend vers 1.

2. d. Dresser le tableau de variation de 𝑔. On admettra qu’une valeur approchée de 𝑔(1)
à 10−2 près est 1,65.

2. e. Établir que 𝑔 est convexe sur [0, 1[.
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2. f. Tracer l’allure de la courbe représentative de 𝑔. On précisera les demi-tangentes aux
points d’abscisses 0 et 1.

3. a. Justifier que, pour tout réel 𝑡 ∈ [0, 1[, la série numérique

∑
𝑛≥0

𝑡𝑛

converge. Quelle est sa somme?

On note, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑅𝑛 ∶ [0, 1[→ ℝ l’application définie par :

∀𝑡 ∈ [0, 1[, 𝑅𝑛(𝑡) =
+∞
∑

𝑘=𝑛+1
𝑡𝑘.

3. b. Montrer, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑡 ∈ [0, 1[, 𝑅𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛+1

1 − 𝑡 , et en
déduire que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑅𝑛 est continue sur [0, 1[.

3. c. Établir, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[ :

∫
𝑥

0

1
1 − 𝑡 d𝑡 =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑥𝑘+1

𝑘 + 1 + ∫
𝑥

0
𝑅𝑛(𝑡)d𝑡.

3. d. Montrer, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[ :

0 ≤ ∫
𝑥

0
𝑅𝑛(𝑡)d𝑡 ≤ 𝑥

(𝑛 + 2)(1 − 𝑥) .

3. e. Démontrer que, pour tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[, la série numérique

∑
𝑘≥0

𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
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est convergente et que

𝑓(𝑥) =
+∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘 + 1.

4. a. Montrer que, pour tout réel 𝑥 ∈ [0, 1], la série numérique

∑
𝑛≥1

𝑥𝑛

𝑛2

est convergente.

On note, pour tout entier naturel 𝑛, 𝜌𝑛 ∶ [0, 1[→ ℝ l’application définie par :

∀𝑡 ∈ [0, 1[, 𝜌𝑛(𝑡) =
+∞
∑

𝑘=𝑛+1

𝑡𝑘

𝑘 + 1.

4. b. Montrer que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝜌𝑛 est continue sur [0, 1[.

4. c. Établir, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[ :

𝑔(𝑥) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑥𝑘+1

(𝑘 + 1)2 + ∫
𝑥

0
𝜌𝑛(𝑡)d𝑡.

4. d. Démontrer, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑡 ∈ [0, 1[ :

0 ≤ 𝜌𝑛(𝑡) ≤ 1
(𝑛 + 2)(1 − 𝑡) .

4. e. En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[ :

0 ≤ ∫
𝑥

0
𝜌𝑛(𝑡)d𝑡 ≤ − ln(1 − 𝑥)

𝑛 + 2 .
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4. f. Conclure que, pour tout réel 𝑥 ∈ [0, 1[ :

𝑔(𝑥) =
+∞
∑
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛2 .
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