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PREMIER PROBLEME

On note E l'espace vectoriel réel des applications continues de [0, 1] dans R.

1. Montrer que l'application ® : £ x E — R définie par

(f,9) = / F(Dg(t) dt
0

est un produit scalaire sur E.
On note | - | la norme associée a ce produit scalaire.

Soit n € N tel que n > 2. On note E,, le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions
polynomiales définies sur [0, 1] et de degré inférieur ou égal a n — 1, et, pour tout i de

[1,n], e; 'application de [0, 1] vers R : ¢ — ¢*~1.

On rappelle que (eq, ..., €,,) est une base de E,,.

2. Calculer, pour tout (i,7) € [1,n]?, ®(e;,¢;).

On considére la matrice carrée réelle d’ordre n :

1 1
1 - -
2 n
1 1 1
H, = 2 3 n-+1
1 1 1
n n+1 2n—1

3. Etudeducasn = 2

3. a. Déterminer les valeurs propres de la matrice H,.
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3. b. La matrice H, est-elle diagonalisable?

3. c. Montrer que la matrice H, est inversible et calculer son inverse.

Dans toute la suite du probleme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
4. Etablir que la matrice H,, est diagonalisable.

5. a.Soient Pc F,,Q € E,,.

Onnote aq, ..., a,, les réels tels que

n
P = E aiez’,
=1

by, ..., b, les réels tels que

Montrer : ®(P, Q) = "AH, B, ot "A désigne la transposée de A.

5. b. En déduire que les valeurs propres de la matrice H,, sont toutes strictement

positives.
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5. c. La matrice H,, est-elle inversible?

6. Soit f € E. Onnote, pouri € [1,n], 5; = ®(e;, f).

On considere les matrices-colonnes B et A, définies par :

B
B=| .|, 4,=H'B
P
©%0
Onnote oy, ..., o, les réels tels que Ay = | : |, et P le polyndme défini par
a

On considere l'applicationd : E,, — R, P — |P — f].

6. a. Montrer : Vi € [1,n], ®(e;, Py — f) = 0.

6. b. En déduire: VQ € E,,, ®(Q, P, — f) = 0.

6. c. Etablir :

VPEE,, |P—fI?=IP-FRl+IF-fl*

6. d. Démontrer que d admet un minimum et que ce minimum est atteint en F, et en F,

seulement.
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6. e. Montrer : [P, — /|2 = | /|2 — | By .

6. f. Un exemple :
s 1
On choisiticin =2et f: [0,1] = R, t+ ‘t— 5‘

Calculer P, et d(P,), et donner une valeur approchée décimale de d(F,) a 10~® pres.

DEUXIEME PROBLEME
Etude de la suite de terme général M, = n—'e*”
n!
. e 1 N
1. Pour tout entier naturel non nul n, on définit v, = —1+nln (1 + —) ,ouln
n

désigne le logarithme népérien.

«
1. a. Montrer qu’il existe un réel « strictement négatif tel que wv,, ~,, .

3|

1. b. En déduire la nature de la série de terme général v,, et montrer que la suite de

terme général V,, = v; + vy + --- 4+ v,, admet pour limite —oo.

n

n
2. Pour tout entier naturel non nul n, on définit M, = —e™".

n!

2. a. Montrer, pour tout entier naturel non nul n :

M
=In | =2t ).
vy =ln (41

n

2. b. En déduire la limite de la suite de terme général M,,.
Etude d’une famille de fonctions

Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction f,, sur [0, +oo[ par
a;.'l’lz

fn(x) = He_x'

1. Donner le tableau des variations et une représentation graphique de f,, puis de f,,

pour n > 2. On ne déterminera pas les éventuels points d’inflexion.
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Vérifier que M, est la borne supérieure de f,,.

2. Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction F,, sur [0, +-o0[ par

R = | Chb)
0

2. a.Soit z un réel positif ou nul. Etablir une relation entre F,, (), F,,(z) et f, ().

En déduire, pour tout entier naturel non nul n :

n_ .k
F(x)y=1—¢" ; R

+oo
2. b. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, l'intégrale / [ (t) dt est
0

convergente et vaut 1.

Etude de la suite de terme général u,, = F,, (n)

1. Prouver, pour tout entier naturel non nul n :

En déduire que la suite (u,,) est croissante et qu’elle converge vers un réel L vérifiant
0<L<I

2. Déterminer une valeur approchée décimale par défaut a 107! pres de u,.

En déduire un nouvel encadrement de L.

3. Soit h la fonction définie sur [0, 1] par  h(t) = e? 2t

3. a. Montrer : Vt € [0,1], 0 < h(t) < 1.
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3. b. Montrer :

Vi e N, Yz € [0,7], A)) - <h (f»n

3. c. En déduire :

Vn e N*, Ve € [0,n], f,(z)<f.,(2n—z).

3. d. En utilisant I'inégalité précédente, montrer, pour tout entier naturel non nul » :

+0o0

u, < /n f.(2n —t)dt < £ (t) dt.
0 n

En déduire: L <

DN | =

Détermination de la limite de la suite (u,,) par un raisonnement probabiliste

Soit (X},)>; une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de

Poisson de parametre 1.

Pour chaque n € N*, on note

On rappelle que Y,, suit une loi de Poisson.

1. Déterminer l'espérance de Y,,.

2. Exprimer la probabilité P(Y,, < n) en fonction de u,,.

3. ATlaide du théoreme limite central, que l'on énoncera avec soin, trouver la valeur de
L.
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