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PROBLÈME 1

ℝ[𝑋] désigne l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels.

On note 𝐸 le sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋] formé des polynômes de degré inférieur ou
égal à 3.

On note ℬ la base canonique de 𝐸 : ℬ = (1, 𝑋, 𝑋2, 𝑋3).

On définit les polynômes suivants :

𝑃0(𝑋) = −1
6(𝑋 − 1)(𝑋 − 2)(𝑋 − 3).

𝑃1(𝑋) = 1
2𝑋(𝑋 − 2)(𝑋 − 3).

𝑃2(𝑋) = −1
2𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 3).

𝑃3(𝑋) = 1
6𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 2).

1. a. Pour tous entiers 𝑖 et 𝑗 entre 0 et 3, calculer 𝑃𝑖(𝑗).

1. b. Démontrer que la famille 𝒞 = (𝑃0(𝑋), 𝑃1(𝑋), 𝑃2(𝑋), 𝑃3(𝑋)) est une base de 𝐸.

1. c. Donner la matrice de passage de ℬ à 𝒞. On note 𝑀 cette matrice.

1. d. Calculer 𝑀−1 par la méthode du pivot de Gauss : le détail des calculs devra figurer
sur la copie.

2. On définit le polynôme 𝑃(𝑋) = 𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 2)(𝑋 − 3).

On note 𝜑 l’application de ℝ[𝑋] dans lui-même qui, à tout polynôme 𝑇 (𝑋), associe le
reste 𝑇 (𝑋) de la division suivant les puissances décroissantes de 𝑇 (𝑋) par 𝑃(𝑋).

2. a. Démontrer que 𝜑 est linéaire.
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2. b. Démontrer que, pour tout polynôme 𝑇 (𝑋) :

𝑇 (𝑋) = 𝑇 (0)𝑃0(𝑋) + 𝑇 (1)𝑃1(𝑋) + 𝑇 (2)𝑃2(𝑋) + 𝑇 (3)𝑃3(𝑋).

2. c. En utilisant la formule vue en b., déterminer les composantes des polynômes 1, 𝑋,
𝑋2, 𝑋3 dans la base 𝒞. Quel résultat retrouve-t-on ainsi ?

3. Soit 𝑆(𝑋) un polynôme de ℝ[𝑋].

On désigne par 𝜓 l’application qui, à tout polynôme 𝑄(𝑋) de 𝐸, associe ̂𝑄(𝑋)𝑆(𝑋).

3. a. Démontrer que 𝜓 est un endomorphisme de 𝐸.

3. b. Calculer 𝜓(𝑃0(𝑋)), 𝜓(𝑃1(𝑋)), 𝜓(𝑃2(𝑋)), 𝜓(𝑃3(𝑋)).

Est-ce que 𝜓 est diagonalisable?

3. c. On se place ici dans le cas particulier : 𝑆(𝑋) = 2𝑋3 + 𝑋2 − 3𝑋 + 1.

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝜓.

PROBLÈME 2

PREMIÈRE PARTIE

On note 𝑓0 ∶ [0, +∞[⟶ ℝ, 𝑥 ⟼ 𝑒−𝑥2 et, pour tout entier naturel 𝑛 tel que 𝑛 ≥ 1,
𝑓𝑛 ∶ [0, +∞[⟶ ℝ, 𝑥 ⟼ 𝑥𝑛𝑒−𝑥2 .

1. a. Étudier, pour tout entier naturel 𝑛, la continuité et la dérivabilité de 𝑓𝑛.

1. b. Dresser le tableau des variations de 𝑓0, et celui de 𝑓𝑛 pour tout entier naturel non
nul 𝑛.

1. c. Pour tout 𝑥 de [0, +∞[ et tout entier naturel 𝑛, comparer 𝑓𝑛(𝑥) et 𝑓𝑛+1(𝑥) (on
distinguera les cas 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 et 𝑥 > 1).
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1. d. On note 𝐶𝑛 la courbe représentative de 𝑓𝑛. Tracer sur un même schéma 𝐶0, 𝐶1, 𝐶4

(repère orthonormé, unité 10 cm). On ne cherchera pas à déterminer d’éventuels
points d’inflexion.

2. Les résultats de cette question 2. ne seront pas utilisés dans la suite du problème.

2. a. Montrer que, pour tout entier naturel 𝑛 tel que 𝑛 ≥ 2, l’équation 𝑓𝑛(𝑥) = 1 − 𝑥,
d’inconnue 𝑥 ∈ [0, 1], admet une solution et une seule, qu’on notera 𝑥𝑛.

2. b. Démontrer que la suite (𝑥𝑛)𝑛≥2 converge vers 1.

3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel 𝑛, l’intégrale généralisée ∫
+∞

0
𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

converge. On note, pour tout entier naturel 𝑛, 𝐼𝑛 = ∫
+∞

0
𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

3. b. Établir : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛+2 = 𝑛 + 1
2 𝐼𝑛.

3. c. En déduire la valeur de 𝐼𝑛 pour tout entier naturel 𝑛 (on distinguera deux cas
suivant la parité de 𝑛 et on donnera le résultat à l’aide de factorielles ; on rappelle :

∫
+∞

0
𝑒−𝑥2 𝑑𝑥 =

√𝜋
2 ).

4. Démontrer, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑎, la convergence des intégrales
généralisées :

∫
+∞

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥2 cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥, ∫

+∞

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥2 sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥.

DEUXIÈME PARTIE
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On note 𝐹 et 𝐺 les applications de ℝ dans ℝ définies, pour tout réel 𝑎, par :

𝐹(𝑎) = ∫
+∞

0
𝑒−𝑥2 cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥, 𝐺(𝑎) = ∫

+∞

0
𝑥𝑒−𝑥2 sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥.

Ces intégrales généralisées convergent d’après la question 4. de la première partie.

1. Démontrer : ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝐺(𝑎) = 1
2𝑎𝐹(𝑎).

2. a. Soient 𝑎 ∈ ℝ, ℎ ∈ ℝ, 𝑥 ∈ [0, +∞[.

Montrer :

cos((𝑎 + ℎ)𝑥) = cos(𝑎𝑥) − ℎ𝑥 sin(𝑎𝑥) − 𝑥2 ∫
𝑎+ℎ

𝑎
(𝑎 + ℎ − 𝑢) cos(𝑥𝑢) 𝑑𝑢.

∣∫
𝑎+ℎ

𝑎
(𝑎 + ℎ − 𝑢) cos(𝑥𝑢) 𝑑𝑢∣ ≤ ℎ2

2 .

2. b. En déduire, pour tout nombre réel 𝑎 et tout nombre réel non nul ℎ :

∣𝐹 (𝑎 + ℎ) − 𝐹(𝑎)
ℎ + 𝐺(𝑎)∣ ≤ |ℎ|

2 ∫
+∞

0
𝑥2𝑒−𝑥2 𝑑𝑥.

2. c. Montrer que 𝐹 est dérivable sur ℝ et que :

∀𝑎 ∈ ℝ, 𝐹 ′(𝑎) = −𝐺(𝑎).

3. Calculer, en fonction du réel 𝑎, 𝐹(𝑎) et 𝐺(𝑎).

On pourra considérer l’application 𝐻 définie sur ℝ par 𝐻(𝑎) = 𝑒𝑎2/4𝐹(𝑎).
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