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Probléme 1

Partie I

1. Soit E un espace vectoriel réel; on note £(E) 'espace vectoriel des endomorphismes
de E.

Pour tout ¢ € £(E), on note ¢° = Id, ¢! = ¢ et, pour tout entier naturel n > 2,

9" =" oo,

Soient p, ¢ deux éléments de £(E) non nuls et tels que p + ¢ = Id; a, b deux réels

distincts et non nuls; et f € £(E) tel que f = ap + bq et f? = a®p + b3q.

o

a.Montrerque (f—ald)o(f—bld)=(f—0bld)o(f—ald) =0etque
f—ald=(b—a)get f—bld = (a —b)p.

1. b. En déduireque pe g =gqgop = 0.

—

c. Montrer quepep =petgoq =gq.

N

. Prouver que, pour tout entier naturel n, f* = a"p + b"q.

»

1 1
a. Calculer fo (—p + —q).
a b

3. b. Montrer que f est bijective et exprimer f~! a I'aide de p, ¢, a, b.

4. a. Montrer que 1'ensemble des valeurs propres de f est {a, b}.

1SN

. b. En supposant que E est de dimension finie, f est-il diagonalisable?
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Partie I1
13 —60 20
On considere la matrice M = | 3 0
—4 24 -5

1. Montrer qu'il existe («a, 3) € R? tel que M? = aM + B1d. Déterminer « et 3.

2. En déduire deux réels a et b tels que (M —ald)(M —bld) = 0.

3. Montrer qu’il existe un couple (A, B) d’éléments de M 5(R), que l'on exprimera en
fonction de M etdeld, telque A+ B =Id etaA +bB = M.

4. En déduire la valeur de M" pour tout entier n € Z. Pour n < 0, on utilise la

convention M™ = (M~1)~" apres avoir justifié I'inversibilité de M.
p )

Probléme 11

Les parties I et II sont indépendantes. La résolution de la partie III utilise des résultats

des parties I et II.

Partie 1

A — Soit f I'application de |[0; g] dans R définie par f(0) = 1 et, pour tout z €]0;

o | 3
b

1. Etudier les variations de f sur ]0; g]

2. Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f(0).

3/8



@1 Prépa Simple EM Lyon — Mathématiques 1 — 1993

3. Prouver que f est de classe €' sur |[0; g]

4. Tracer la courbe représentative de f dans un repere orthonormé, d"unité 5 cm.

B — Soit g une application de classe €' sur [0; 1].

1. Montrer, a I'aide d"une intégration par parties, qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour

tout réel z > 0 :

8|

<

/ sin(zt)g(t) dt
0

1
2. En déduire la limite, quand x tend vers 400, de / sin(xt)g(t) dt.
0

C — Soit P un polynoéme a coefficients réels tel que P(0) = 0.

o . P(x)
1. ¢ N 1 5 = ——
On nomme ¢ l'application de ]0; 1] dans R définie par ¢(x) sin(rz/2)
1. a. Exprimer ¢ al’aide de la fonction f étudiée au A.

1. b. En déduire que ¢ possede un prolongement de classe €' sur [0; 1]. Le définir.

2. Montrer enfin que

1
1 sin((n + =)t)
nlirpw/o P(t) sin(7rt/22) dt=0.

L'intégrande est considéré avec son prolongement continu en ¢ = 0.
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Partie 11

On désigne par E 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels et par h
I'application de £ dans E qui, a tout polynome P, associe le polynéme ) = h(P) défini
par:

Ve eR, Qz)= /m(t—x)P(t) dt + ”’"—2/0113(1:) dt.
0

A — Etude de h.

1. Soit P € E et Q = h(P).

1
1. a. Montrer que, pour toutz € R:  Q'(z) = x/
0

P(t)dt — / P(t) dt.
0
1. b. Calculer Q”.

2. Montrer que h est une application linéaire, que le noyau de h est I'ensemble des

polyndmes constants et que 'image de h est I’ensemble des polynomes () tels que

Q(0) =Q'(0) =Q(1) = 0.
On pourra calculer, pour un tel polynéme @, h(Q”).

B — On consideére la suite de polynémes (P, ) définie par :

5172

VreR, P(x)= 5 % Vn>2, P,=h(P,_).
1. Calculer P, et P;.

2. Quelles sont les valeurs de P,(0), P, (0) et P, (1) pour n > 2?

3. Exprimer en fonction de n le monéme de plus haut degré de P,.
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1

4. Déduire de A.1larelation: Vn>2, P'= [ P, ,(t)dt—P, ;.

S—

Etablir alors, pour tout k € N*, les deux relations :

1 1
Vn > 2, / P (t) cos(krt) dt = — / P (t) cos(krt) dt,
0 0

1
1
vn > 1, /0 P (1) cos(kt) dt =
Partie II1
A

1. Etablir, pour tout entier naturel N non nul et pour tout ¢ €]0; 7] :

1
N sin((N + 5)75) 1
,; cos(kl) = —5sm@2) 2

2. En déduire, pour N et n entiers naturels non nuls :

1

N 1 sin((N + 5)7mt) 4

) —:WQ"/P(t) 2~ | at
[Fi b 2sin(mt/2) 2 ’

puis

+00 2n 1
1 s
k=1 0

L'intégrande de la premiere formule est considéré avec son prolongement continu en

v = (0
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3. Application : montrer que les sommes des séries

et

“+o0o 1

. 7ra S .
peuvent s’exprimer sous la forme 5 oua et b sont des entiers que 1’'on calculera.

B

1. On pose

P,=> a,,X
p=0
Montrer que, pour tout entiern > 2:
a/n’O == 0, a/n’]_ = O,
=75 )
2 = pt 1
anfl,pr q
a, =——2>-= pour tout entier p tel que 3 < p < 2n.

P p(p—1)
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2. Le but de cette question est d’écrire un programme permettant de calculer le réel 3,

tel que

-‘rOOl

Z k‘m = 6n7r2n,

k=1

pour un entier n compris entre 1 et 25 donné par l'utilisateur.
2. a. Quel type de variable informatique est adapté a la représentation d’un polyndéme?

2. b. Ecrire un programme en Python qui calcule les coefficients de P, puis le réel 3,,, et
l'affiche.

On pourra représenter les coefficients par un tableau NumPy. Pour la saisie et
l'affichage, input (message) affiche un message puis renvoie le texte saisi, int (texte)
convertit ce texte en entier et print (valeur) affiche une valeur. Les calculs avec des

nombres flottants donnent une approximation numérique de 3,,.
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