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Les parties I et II peuvent étre traitées de fagcon indépendante, sauf la question I1.3 qui

utilise les résultats de 1.

Partie préliminaire

On considére les deux matrices a coefficients réels :

1 -1 0
A=1_1 1 o], B =
0 0 2

Pour a et b réels, on pose M,, , = aA + bB.

0 0 1
0 0 -1
I =il =l

Enfin, on note & 'ensemble des matrices M, ;, c’est-a-dire & = {M,, , : (a,b) € R*}.

1. Montrer que £ est un espace vectoriel sur R. Quelle est sa dimension ?

2. Exprimer en fonction de A et B les matrices suivantes : A%, AB, BA, B2.

3. Est-ce que le produit de deux matrices de £ appartient a £? Est-ce que ce produit est

commutatif ?

Partie I : Eléments propres des matrices de &

1. Montrer que B® + B> — 2B = 0.

2. a. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de B.
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2. b. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de A. Quelles

sont les valeurs propres associées ? Est-ce que B et A sont diagonalisables?
3. Soit M, ;, une matrice de &.
3. a. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de M,, ;.

3. b. Préciser, en fonction de a et b, les valeurs propres de M,, ;. Est-ce que M, , est

diagonalisable ?

Partie II : Exponentielle d’'une matrice de &£

Soit M, ;, une matrice de & telle que (a,b) # (0,0).

On considere les deux matrices suivantes : M} = A+ Bet M, = A—2B.

1. a. Calculer en fonction de M, et M, les matrices suivantes : M?, M, M,, My M,, M3.
1. b. Montrer que (M, M,) est une base du R-espace vectoriel &.

1. ¢. Onpose M, , = M, + yM,. Exprimer x et y en fonction de a et b.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

2. a. Calculer M7 et M3'.

2. b. En déduire I'expression de M7, en fonction de n, a, b, M, et M,,.

2. ¢.On pose

.1
Sn = Z HMclf,b’

i
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avec la convention Mg’ , = I, matrice unité d’ordre 3.
Montrer qu’il existe deux réels A\, et 11, tels que S,, = I + A\, M, + p,, M.

Montrer que les suites (A,,) et (,,) convergent vers des réels A et 1 que l'on déterminera.

On rappelle que, pour tout réel x :

3. On pose alors eMe.b = [ + A\M; + puM,.

Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de e*e.t. Est-ce que e™e.b est

diagonalisable ?

PROBLEME 2

Pour tout réel =, on note F(x) la partie entiere de z, c’est-a-dire I'entier relatif E(x) tel

que E(z) <z < E(x) + 1.

Pour tout o € R, onnote [ : R* — R 1’application définie par :
+ ot Ry pp p

Ve e Ry, f,(x)=a"F (é) :

Partie I

B’ 1
1. Etudier la continuité de f, sur [Z’ 2] et tracer la courbe représentative de f sur cet

intervalle, dans un repére orthonormé d’unité 5 cm.

2. Déterminer, pour « € R, fixé, la limite de f,(z) quand « tend vers 0 par valeurs
strictement positives. Pour quelles valeurs de « la fonction f,, peut-elle étre

prolongée par continuité a droite en 0?
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1
3. Tracer les représentations graphiques de f;, f; et f; , sur l'intervalle [, 2], sur trois

4 Y
tigures distinctes, dans un repere orthonormé d’unité 5 cm.

Partie 11

Pour tout o € R et tout n € N*, on note :

SEN

L= " f@ds,  Jm=3 L)

1
n—+1

=

. Calculer I, (n), pour o € R, etn € N*.

N

. Montrer, pour tout o € R et toutn € N*:

) = L ’il I
T e+ 1 <p*tt (n+1)* |

p=

W

. Soit o € R, fixé.
3. a. Exprimer J,(n) sous forme d’une seule intégrale.

1 1
3. b.Montrer: VnelN*, J,(n)<—(1——=+].
a (n+ 1)

3. c. Conclure quant a la convergence de la suite (J,,(n)),,>;.

4. a. Montrer :
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p 1
4. b. Etablir: Vpe N*, —-> / —.
p p

n+2 d.fl:

4. c. En déduire, pour toutn € N*:  Jy(n) > / —.
5 x

4. d. Conclure quant a la convergence de la suite (Jy(n)),,>1-

Partie I1II

Onnote M =3 lim J,(n), c'est-a-dire
n—-+o0o

_l’_
8

=
’[‘
ﬁ“fl —

Pour tout n € N tel que n > 2, on note :

1 1
nE T a1

= v, — U,.

1. a. Montrer qu’il existe (a, b, c) € R3 tel que :

v N*\ {1 = —
nEeNNL) v n—1+n+n+1’

et calculer a, b et c.

1. b. En déduire, pour tout n € N tel quen > 2:

v, == — —————.
s P4 2n(n+1)
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1. c. Montrer que la série

converge et calculer sa somme.

1. d. Pour tout n € N tel que n > 2, calculer

+oo
E Up.

p=n+1

2. a. Calculer w,, pour tout n € N tel que n > 2.

2. b. Montrer, pour toutn € Ntelquen >2: w,, = %
2. c. Etablir, pour tout n € Ntel quen > 2:
+oo 1
0< U)p S P
p=n+1 2n
. . . 1 1077
3. a. Déterminer un entier naturel n tel que e < —5
n

3. b. En déduire une valeur approchée de M a 107 pres.
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