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Les trois parties sont indépendantes.

Partie I

On considere la fonction numérique de variable réelle f définie sur | — 1, +o0[ par :

11
f() = é(1+t)¥+§ sit 0,

1 sit=0.

=

. a. Etablir le développement limité de In(1 +¢) a 'ordre 2 au voisinage de 0. En déduire

que la fonction f possede un développement limité a 'ordre 1 au voisinage de 0.

1. b. Montrer que f est continue et dérivable en 0.

2. Soit ¢ la fonction définie sur | — 1, 00| par :
() = = <1+t—L> “In(1+4)
A= g 1+ ¢ '
2. a. Etablir, pour t # 0, l'égalité :  f/(t) = tlzgo(t)f(t).
2. b. En déduire que f’ est continue sur | — 1, +o0].

2. c. Etudier le signe de ¢(t) pour t €] — 1, +od].

2. d.En déduire: Vt €] — 1, +o0[, f(t) > 1.

A . s (na)"n'/?
3. Pour z € R, on considere la série de terme général v, () = ————, pourn > 1.
n!

2/6



@‘ Prépa Simple EM Lyon — Mathématiques 1 — 1981

1
3. a. Vérifier, pour z > 0, I'égalité Un41(2) = exf(=).
n

Uy (2)

3. b. Etudier la convergence de cette série suivant les valeurs de = € R,.

3. c¢. En déduire les limites des deux suites :

. :(2)”&” % (E)’“ﬂ?
" 3 n!’ " 2 kKl

g 2
1n<1+t) St—§+§, 11‘1(f(t)> < — 4 —.

3. e. En utilisant 3.a, établir la majoration :

1 n—1 1 1
Vn > 2, ln<un<—>>g—1+§ <_+_)7
€ £~ \12k*>  6k®

1
et en déduire que la suite (u,,(—)),~; est majorée.
o/ /n>

3. f. En déduire la limite de la suite (

Partie II

On définit une suite de polyndmes réels par :

Q(X) =1, @Q(X)=2X, VneEN, Qn5(X)=2XQ,(X)— (X*+1)Q,(X).
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0
. Les sommes vides valent 0 et

cos
Pour tout réel 6 tel que sinf # 0, on note cotanf = =
les produits vides valent 1.

1. Déterminer le degré de @,,.

2. Pour tout entier naturel r, montrer que :

" » 2r+1 2r—2p
Q) =31 (o)
1)

3. a. Déterminer les racines réelles de (),,. On pourra calculer @,,(cotan §) par

récurrence, pour 0 < 0 < 7.
3. b. En déduire la décomposition de @,, en produit de polynémes du premier degré.

4. Pour tout entier naturel r, montrer que :

Qo (X) = (2r + 1);1 (X2 — cotan? (27"]{:1 1)) .

(2)

5. En utilisant (1) et (2), établir, pour tout entier naturel r, I'égalité :

- km r(2r—1)
E : 2 _
cotan (2r+1> = 3 .

Pour r > 1, on calculera de deux fagons le coefficient de X?"~2 dans Q,,.. Le cas 7 = 0

sera vérifié séparément.
En déduire 1'égalité :
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k=1 sin’ ( hm ) 3
2r+1

" 1 2r(r +1
> r+1)

6. a. Pour tout z €]0, g[, établir les inégalités :

1
2

2 1
cotan”z < — < — :
x sin” z

6. b. En déduire, pour r > 1, un encadrement de

Partie III

Pour tout entier naturel n et tout réel  strictement supérieur a —1, on pose :

T n
F = ——dt.
’n(x) /O (1 + t)n—l—l

1. Montrer que F), est définie et continue sur | — 1, +oc[. Etudier son sens de variation.

Montrer que F,, admet des limites en —1 et +o0 et calculer ces limites.
2. Soit x fixé, avec > 0. Montrer que :
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tm z"
< .
(1 +t)n+l = (1+x)n

vt € [0, z],

t x
d’abord t .
On pourra comparer d’abor 147 e T

En déduire que la suite (F),(x)),,>( est convergente et déterminer sa limite.

1
3. Soit z fixé, avec 5 < x < 0. Montrer que :
" 1 z "
N4 0 <
€ [=,0); ‘(1+1§)"Jr1 _1+x’1—|—x

En déduire que la suite (F),(x)),,~( est convergente et déterminer sa limite.
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