@

PREPASIMPLE

EM Lyon

Mathématiques 1
1980

Corrigé de mathématiques approfondies

Mathématiques approfondies — Prépa ECG

Annales de concours - Corrigé



% Prépa Simple EM Lyon — Mathématiques 1 — 1980

Partie I

On fixe z > 0 et on conserve la convention de 1’énoncé, notamment wu,(0) = 1.

1. Convergence de v, (z) et de w,,(z).

Commengons par montrer que u,,(x) = =™ /n! tend vers 0. Si z = 0, u,,(0) = 0 pour tout

n > 1.5i x > 0, choisissons un entier NV tel que N + 1 > 2z. Pour toutn > N,

Par récurrence, 0 < up,,.(z) < 27 uy(x) pour r > 0. Le majorant géométrique tend vers

0, donc u,,(z) — 0.

La formule de Maclaurin est la formule de Taylor au point 0. Comme l"exponentielle est
de classe C™! sur [0, z] et que toutes ses dérivées en 0 valent 1, la formule avec reste

intégral donne

Pour 0 < t < z, e! < e*, donc

0<e®”—u,(x) <
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Ce majorant tend vers 0, d’ot1 v,,(z) — €e*. Enfin, w,(z) = v,,(z) + u,,(z) : les opérations

sur les limites donnent aussi w,,(z) — e”.

Pour = = 0, les valeurs sont explicitement v,,(0) = 1 pour tout n, wy(0) = 2 et w,,(0) =1

pour n > 1, en accord avec ces limites.
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2. Monotonie des deux suites.
Pourn > 0,

xn+1

n11() = 0 (#) = 2 (3) = £y 20

Ainsi v,,(z) est croissante, et elle est strictement croissante si z > 0.

Comme w,, =v,, +u, etu, ; =2u,/(n+1),ona

1) = 0 (@) = 21 (3) — 0, (2) = ) (57 — 1)

Pour tout entier n assez grand pour que n + 1 > 2z, cette différence est positive ou nulle
multipliée par une quantité négative ou nulle, donc elle est négative ou nulle. La suite

w,, () est donc décroissante a partir d’un certain rang.

Siz > 0etn+ 1> 2z, la différence est strictement négative. Si z = 0, elle vaut —1 au
rang 0, puis 0 aux rangs suivants : la suite est alors déja décroissante au sens large des le
début.

3. Les deux inégalités d’approximation.

Méthode 1 — Monotonie et reste intégral de Taylor.

Pour I'inégalité (1), fixons 0 < z < In2. On a aussi z < 1. Pour tout n > 1,
2z/(n+1) <z < 1;d’apres 2, la suite w,, () est strictement décroissante a partir du
rang 1. Sa limite vaut e d’apres 1, donc w,,(x) > e® pour chaque n > 1 : en effet,

w,(z) > w,,(z) > e”.

Aurang 0, wy(z) = 2 et z < In2 implique e” < 2. Ainsi, pour tous les rangs,
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n

e’ <w,(x)+ % (0<z<In2).

Pour I'inégalité (2), fixons 0 < z < 1. Le reste intégral utilisé en 1 donne

xn—i—l e

! Sl

0<e”—v,(z)<e”

car e” < e et 2" < 1. On obtient e* < v,,(z) + ¢/(n + 1)!, pour tout n > 0.

Méthode 2 — Majoration des termes du reste de la série exponentielle.

La question 1 a établi

Pour des entiers r, j > 0,

avec des produits vides égaux a 1 si j = 0. Pour 0 < z < In2, on en déduit

+oo I " +oo g n

ex—vn(x):Z(n+] _n'z . (e® —1)<%.

Cela prouve (1), y compris au rang 0. Pour 0 < x < 1, écrivons plutot le reste avec

r=n+1:
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o pntltd i Y x"tle® e
er —wv (r)= — < — = < .
n(®) jz_;(n—i-l—i-j)! (n—l—l)!;j! m+1)! ~ (n+1)!

Cela prouve (2). Les comparaisons portent sur des séries positives convergentes, sans
aucun réarrangement de termes. La premiere méthode exploite la monotonie et Taylor;

la seconde controle directement les coefficients du reste.

Partie II

Dans les questions 1 et 2, a > 0 est quelconque. A partir de la question 3, on suppose

0<a<In2.

1. Convergence de s (a).

Pour toute partie A de N et toutn > 0,

n+1

spe1(a) = sp(a) = @ 4(n+ 1>m > 0.

La suite est donc croissante. Comme 0 < & 4 (k) <1,

k

A a/
Ogsn(a)g E

n
= v,(a) < e,
k=0

la derniére inégalité résultant du reste positif de Taylor en I.1. La suite est croissante et

majorée, donc converge vers un réel fini par le théoreme de la limite monotone.

2. Valeurs élémentaires de m.

Si A = 0), tous les coefficients ® , (k) sont nuls, donc s’ (a) = 0 et m(()) = 0.

n

Si A = {0}, le seul terme présent vaut a”/0! = 1, donc silo}(a) = 1 pour tout n et

m({0}) = 1, y compris pour a = 0.
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Pour p € N*, s (a) = 0sin < p, et s (a) = aP /p! sin > p. Ainsi m({p}) = a?/p!. Si

a = 0etp > 0, cette valeur est 0.

Enfin, s)(a) = v, (a), donc 1.1 donne m(N) = .

3. a. Croissance par rapport a I'inclusion.

Si A C B, alors ® 4(k) < ®5(k) pour chaque entier k. Les poids a”/k! étant positifs ou
nuls, 57 (a) < s2(a) pour tout n. Les deux suites convergent par I1.1; le passage a la
limite conserve l'ordre, donc m(A4) < m(B).

b. Valeurs de m dans [0, 2].

La positivité des termes donne m(A) > 0. Comme A C N, I1.3.a et I.2 donnent

m(A) < m(N) =€ Or0 < a < In2implique e* < 2. Ainsi 0 < m(A) < 2.

c. Additivité pour deux parties disjointes.

Si AN B = (), chaque entier appartient au plus a I'un des deux ensembles. On a donc
® ,,5(k) = ®4(k) + ®5(k) pour tout k. En multipliant par a*/k! puis en sommant de 0 a

n,

sAYB(q) = s(a) + sB(a).

n n

Toutes les limites sont finies d’apres II.1, donc m(A U B) = m(A) + m(B). Largument
porte seulement sur des sommes finies suivies d"un passage a la limite.
4. a.Séparation de deux parties disjointes non vides.

Par définition de p = min(A U B) et parce que p ¢ B, tout élément de B est strictement

supérieur a p. Posons T, = {p+1,p+2,...}. Alors B C T,,, donc m(B) < m(T})) par IL.3.a.

La décomposition disjointe N = {0, ..., p} UT), et I1.3.c donnent
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p ak
m(T,) =e*—> o
k=0 "

En appliquant 'inégalité (1) de 1.3 au rang p et au réel a €]0,1n 2],

D’autre part, p € A implique {p} C A. Par croissance, a” /p! = m({p}) < m(A), avec la

méme formule au rang p = 0 grace a la convention initiale. Finalement,

m(B) < o <m(A).

Le raisonnement couvre aussi le cas ot le plus petit élément est 0.

b. Egalité des valeurs de deux parties disjointes.

Supposons AN B = () et m(A) = m(B). Si A et B étaient toutes deux non vides, le plus
petit élément de leur union appartiendrait a 'une des deux. La question 4.a, en
échangeant leurs noms si nécessaire, donnerait une inégalité stricte entre m(A) et m(B),

contradiction.

Il reste le cas o1 l'une des parties est vide. Si, par exemple, A = (), alors

m(B) = m(A) = 0. Si B était non vide, un entier ¢ € B donnerait, par croissance,
al
m(B) = m({q}) = a

car a > 0, y compris pour ¢ = 0. C’est impossible. Donc B = (). Le cas ot B est d’abord

supposée vide est identique. On conclut que les deux parties sont vides.
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5. a. Identité sur les différences d’ensembles.

Les décompositions A = (A\ B)U (AN B) et B= (B\ A) U (AN B) sont chacune des

unions disjointes. Par I1.3.c,

m(A) =m(A\ B) + m(AN B), m(B) =m(B\ A) + m(AN B).

Les valeurs sont des réels finis; leur soustraction donne

m(A) —m(B) =m(A\ B) —m(B\ A).

b. Injectivité de m.

La question I1.3.b assure que m prend ses valeurs dans [0, 2[. Pour prouver l'injectivité,

soient A, B C N tels que m(A) = m(B). La question 5.a donne m(A\ B) = m(B\ A).

Les deux ensembles A\ B et B\ A sont disjoints. Par 4.b, ils sont donc tous deux vides.

L'égalité A\ B = () implique A C B, et B\ A = () implique B C A. Ainsi A = B.

L'application m : P(N) — [0, 2[ est bien injective. Cette conclusion repose sur les poids

particuliers a* /k! et sur leur séparation stricte établie en 4.a.

Partie 111

C est ici 'espace vectoriel réel des fonctions continues sur [0, 1]. Lendomorphisme

identité de cet espace est noté I.

1. a. Caractere linéaire de U et appartenance a C.

Soit f € C. La continuité de f assure que U(f): x> / f(t) dt est une primitive de f
0

sur [0, 1], avec les dérivées unilatérales aux extrémités. Elle est en particulier continue,
donc U(f) € C.

Pour f,g € C, a, B € Retz € [0, 1], la linéarité de l'intégrale sur un segment donne
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Ulaf + Bg)(x) = /Om(af(t) + Bg(t)) dt = aU(f)(x) + BU(g)(x).

Cette égalité vaut pour tout z, donc U(af + Sg) = aU(f) + SU(g). Ainsi U est une

application linéaire de C' dans lui-méme, c’est-a-dire un endomorphisme de C.

b. Formule des intégrations successives.

Raisonnons par récurrence sur n > 1, avec la méthode imposée. Pour n = 1, la formule

est la définition de U, puisque (z —¢)°/0! = 1.

Supposons la formule vraie au rang n pour toute fonction de C. Soit f € C et posons
F=U(f).D’apreés l.a, F € C; elle est de classe C!, F'(t) = f(t) et F(0) = 0. Comme

Untl = U™ o U, I'hypothese de récurrence appliquée a I donne

T — t)n—].

() (&) = / ﬁm) dt.

Pour z € [0, 1] fixé, une primitive par rapport a ¢ du facteur polynomial est —(z — ¢)™/n!.

Lintégration par parties sur [0, z] donne

T

(x—t)"
n!

o) = |- )

n!

’ (1" _t)n ’
+/0 F'(t) dt.

0

Le terme de bord en ¢t = z est nul puisque n > 1, et celui en ¢ = 0 est nul puisque
F(0) = 0. Ainsi,

L'hérédité est établie. Pour tout n > 1, tout f € C et tout x € [0, 1],
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x—t)" 1

(@ = [ i

Sixz = 0, les deux membres valent 0. La preuve n’utilise aucune permutation de deux
intégrales.
c. Relations entre V,, et U.

Chaque U* est un endomorphisme, puisqu'il est une composition d’endomorphismes.
Leur somme finie V,, est donc un endomorphisme. Par distributivité de la composition

sur une somme finie et par les regles des puissances d'un méme endomorphisme,

n n n+1
VooU=Y UkeU=> UM =3"0I=V,,, —U.
k=1 k=1 =2

De méme,

UowfzjéUonzjéUﬂlzv

n+l U.
k=1 k=1

Ainsi,

V,oU=UoV,=V,,, —U.

2. a. Vérification des propriétés de || f|.

Pour f € C, la fonction | f| est continue sur le segment [0, 1]. Elle y atteint un maximum

fini, donc | f| = sup se[0,1] | f(t)| est bien un réel positif ou nul.

Pour o € R, I'égalité |af(t)| = ||| ()|, valable pour chaque ¢, donne |af|| = |af| f|, ¥

compris lorsque o = 0.
Pour f,g € Cettoutt € [0, 1], I'inégalité triangulaire réelle donne
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[f() +9(t)] <

FOI+ 9@ <[ £] + lgll-

En prenant le supremum, | f + g|| < | f] + |g]-

Enfin, si | f|| = 0, alors 0 < |f(¢)| < 0 pour tout ¢, donc f(t) = 0 en chaque point et f = 0.
Réciproquement, la fonction nulle a une valeur de || f|| égale a 0. Les trois propriétés de la

définition donnée sont vérifiées : || - | est une norme sur C.

b. Majoration de U( f).

Soit f € C. Pour tout z € [0, 1],

xT

U(f)(@)] = [f@®)]dt <z f] < |£]-

/O ' £(0) dt‘ <

Le supremum sur z € [0, 1] donne |U(f)| < | f].

S—

3. Approximation de V par V,,.

Rectification locale de 1’énoncé : la notation V' ( f,,) du PDF est remplacée par V, (f).
Aucune suite (f,,) n’est définie dans cette partie, tandis que V,, est la somme

d’endomorphismes définie en 1.c. L'estimation porte sur son écarta V.

Vérifions d’abord que V' est un endomorphisme de C, ce qui sera utile en 4. Pour f € C,

V(f)(@) = / " et 5(t) dt.

Le produit ¢ - e * f(t) est continu; son intégrale a borne variable est continue, et le
produit par e” reste continu. Ainsi V'(f) € C. La linéarité en f résulte de celle de

I'intégrale, donc V' est bien un endomorphisme.

La formule de 1.b et la linéarité pour une somme finie donnent
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Pour z € [0, 1], posons

n—1

R,_y(z) = e = 21/jL.

J=0

Le reste positif de Taylor en I.1 donne R, ;(z) > 0. Pour 0 < z < 1, I'inégalité (2) de 1.3,
aurang n — 1, donne R,,_;(z) < e/n!. La fonction R,,_; est continue; ce majorant s’étend

donc avec une inégalité large aux extrémités 0 et 1. Ainsi,

0<R, ,(2)< 5 pour tout z € [0, 1].

Si0 <t <z <1, alors z =2z —t € [0, 1]. En soustrayant les formules de V etde V,,,

Il s’ensuit

V@ ~VaN@I< [ SUolde< Safl < i

En prenant le supremum sur [0, 1], on obtient exactement

V() = VAl < 551

Cette estimation est valable pour tout f € C et tout n > 1. Elle utilise seulement une

somme finie et une majoration du reste exponentiel.
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Résultat admis dans cette version adaptée, conformément a la consigne de 1’énoncé :

VoU=UoV=V-U.

Ces égalités portent sur les endomorphismes U et V' de C définis dans cette partie. Elles

seront utilisées en 4.a pour calculer les deux compositionsde I — U etde I + V.

4. a. Deux isomorphismes réciproques.

Les applications I — U et I + V sont des endomorphismes, puisque I, U, V le sont. Avec
la relation admise U oV =V — U,

I-U)o(I+V)=I4+V-U-UoV=I4+V-U—-(V-U)=1I.

Avec l'autre relation admise VoU =V — U,

I+V)o(I-U)=T1-U+V—-VoU=I-U+V—(V-U)=1.

Chacune des deux applications est donc un inverse a gauche et a droite de l’autre. Elles

sont bijectives et linéaires, donc des isomorphismes de C, avec

I-U)y'=I+V, ([I+V)l=I-U.

Aucune hypothese de dimension finie n’est nécessaire : les deux compositions égales a

I'identité établissent directement 1’existence des inverses.

b. Résolution de I’équation intégrale.
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Méthode 1 — Application de l'inverse construit.

Posons p(z) = e~ * sur [0, 1]. Cette fonction est continue, donc ¢ € C. L'équation s’écrit

(I —U)(f) = ¢. D'apres 4.a, elle possede une unique solution dans C, donnée par

f=U=U)"Ye)=T+V)(p).

Pour x € [0, 1],

donc f(z)— / f(t)dt = e7®. L'unicité a déja été établie par l'inversibilité de I — U.
0

Méthode 2 — Dérivation de 1’équation et calcul d"une primitive.

Si f € C est une solution, alors f = ¢ + U(f). La fonction ¢ est de classe C, et U(f) est
une primitive de la fonction continue f. Donc f est de classe C'! sur le segment, et on

peut dériver 1'équation :
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fe) = f(z) = —e".

A x = 0, 'équation initiale donne f(0) = 1. En multipliant 1’égalité dérivée par e~ et en

utilisant la régle de dérivation d"un produit,

d

%(e—xf(a?)) =e *(f'(z)— f(x)) = _ 2w

Une intégration sur [0, x| donne

e f(z) — £(0) = — /0 [

Avec f(0) = 1, on obtient e * f(z) = (1 + e 2%) /2, donc f(x) = (e® + ¢ %) /2. Toute
solution est nécessairement cette fonction; la vérification directe donnée plus haut

prouve qu’elle est effectivement solution. Elle est donc unique.

La premiére méthode utilise les opérateurs inverses construits dans le probleme. La
seconde ramene cette équation particuliere a la dérivation d’un produit et a une

primitive, sans supposer un théoreme général de résolution d’équations différentielles.

Relevé des adaptations

e IIL.3: rectification de V(f,,) en V, (f) dans I'estimation. La premiére notation utilise
une suite non définie, tandis que la seconde correspond a la somme
d’endomorphismes introduite en IIl.1.c et a I'approximation démontrée par les

sommes partielles de I’exponentielle.
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