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Exercice 1

A toutes fins utiles, on donne 312 = 961, 322 = 1024, 3% = 81 et 4* = 256.

1. Rappeler en fonction du réel o, la nature de la série

+00 dt

et de l'intégrale / ol
1

On note alors

_l’_
8

3
I,
3w| —

et pour tout entier naturel N non nul :

=

I
[]=
3[\'J| —

n=1
et
“+00
1
Bv= 2.
n=N+1

1
2. (a) En étudiant la monotonie de la fonction ¢ +— 2 montrer que pour tout entier

naturel n supérieur ou égal a 2 :

/“4&<],</”&
X T X 5 .
n t2 ’I’LQ n—1 t2
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(b) En déduire que pour tout entier naturel N non nul :

1
N+1

1
<RN<N'

3. Déterminer un entier naturel N, tel que : VN > N,, |Sy — S| < 1073.

1
4. On pose pour tout entier naturel N non nul: Ty =Sy + Rk

(a) Montrer que pour tout entier naturel N non nul :

1

Ty — S| < e

(b) Déterminer un entier naturel N, strictement inférieur a N, tel que

VN > Ny, [Ty — S| <1073

On pose maintenant pour tout couple (n,p) d’entiers naturels non nuls :

5. Soit p un entier naturel non nul.
(a) Donner un équivalent simple de w,,(p) lorsque n tend vers +oo.

(b) En déduire la nature de la série

> un(p).

n>1

On pose pour tout entier naturel p non nul :
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+00
Up) =Y u,(p)-

6. (a) Déterminer deux réels a, b vérifiant pour tout entier naturel n non nul :
a b

(b) En déduire la valeur de U(1).

7. (a) Exprimer, pour tout couple d’entiers naturels (n,p) tel que n > 1 et p > 2,
u,(p—1) —u, 1 (p—1) en fonction de p et de u, (p).

(b) Montrer que pour tout entier naturel p non nul :  U(p) = —.

8. (a) Montrer, par récurrence sur p, que pour tout entier naturel p non nul, pour tout

entier naturel n non nul :

r p! n
n?  n%(n+1)-(n+p)

(k — 1)l u,, (k).

B
Il S|
—

(b) En déduire que pour tout entier naturel p non nul :

converge et

D 1 +00 1
S = — +p! :
kz_;’f"’ ,;HQ(”H)---(”H))

9. En reprenant la méthode de la question 2, que 'on appliquera cette fois a la fonction

T — ——5, montrer que pour tout couple (N, p) d’entiers naturels non nuls :
x
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o< i") 1 _ 1 1
S A 2t ) (ntp) p+l NPT

10. On suppose maintenant que p = 3. On pose donc pour tout entier naturel N non nul :

NE

Uy = +3'i 1 —49+6i !
N_k:1k2 = n?(n+1)(n+2)(n+3) 36 n2(n+1)(n+2)(n+3)

Déterminer un entier N, tel que VN > N,, |Uy — S| < 1073.

11. On représente sur la figure 1 ’évolution des erreurs d’approximation de S par Sy, Ty
et Uy, respectivement. Commenter ce graphique, a la lumiere des réponses apportées

aux questions précédentes.

10—1 -

102

1075 -

10—7 -

10—9 -

10711 4

100 10t 102 103

Figure 1 — Evolution des erreurs d’approximation de S par S Ny Iy et Uy
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Les deux axes sont en échelle logarithmique ; N varie de 1 a environ 1200. La courbe en
trait plein représente |Sy — S|, la courbe en trait mixte [T — S| et la courbe en pointillés
|Uxn — S|. Valeurs lues : pour N = 1, environ 0,64, 0,14 et 0,034 ; pour N ~ 1200, environ
8-107%,3,5-10 " et 7- 10713

Exercice 2

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, z, ..., z,, des réels deux a deux

distincts.

Partie 1

On considere 'application :

®: R,[z] — R, P+ (P(zg), ..., P(x,)).

On rappelle que si deux polynémes de degré au plus m coincident en m + 1 points
distincts, alors ils sont égaux (m étant un entier naturel).
1. (a) Montrer que ® est une application linéaire injective.

b) En déduire que pour tout élément (v, ...,y,, ) de R**!, il existe un unique polyndéme P
0 n

de degré au plus n vérifiant P(zy) = yo, ..., P(x,,) =y,
Un tel polynéme P est appelé polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points

(x07 yO)? ) (xn’ yn)'

2. Montrer que pour tout entier naturel i de [0, n], il existe un unique polynéme L, de

R, [x] vérifiant
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3. Dans cette question uniquement, on suppose que x, = —1, ; =1, z, =2 et x5 = 3.

Expliciter les polynémes Ly, L, Ly et L.

4. Montrer que pour tout entier i de [0, n],

(x — xj)

Li(w) = 575
H (xz - xg)

J=0, j#i

En déduire pour tout entier i de [0,n], le degré de L, et son coefficient dominant.

£ désigne la famille (L, ..., L,). On considére maintenant pour P et () deux polynémes

de R, [z] :

(P.Q) =Y Pa)Q(y).
k=0

5. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R, [x].
6. Montrer que £ est une base orthonormée de R, [x] pour ce produit scalaire.

7. Montrer que le (n + 1)-uplet des coordonnées d'un polynéme P de R, [z] dans la base
£ est (P(zg), ..., P(z,)).

Partie 2

On pose maintenant Ny = 1 et pour tout entier naturel 7 de [1,n] :
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8. Dans cette question uniquement, on suppose que x; = —1, z; =1, z, =2 et x5 = 3.
(a) Expliciter les polynémes Ny, Ny, Ny et Nj.

(b) Pour tout entier i de [0, 3], déterminer les coordonnées (myg ;,my ;, My 4, ms ;) de N,

dans la base (Lg, Ly, Ly, L3). On note alors M la matrice (m;_1 j_1)1<; j<a-
(c) Montrer que M est inversible et déterminer M1,
9. Montrer que N = (N, ..., N,,) est une base de R, [z].

10. (a) Montrer que

(b) Montrer que pour tout entier naturel 7 de [0, n],

i—1

I = Z (H(xk - xj)>Lk'

n
k=i = j=0

11. Donner la matrice de passage A de la base £ vers la base N. La base N est-elle
orthonormée ?

On considere n + 1 points Xy = (g, Yg)s -5 Xy = (Tps Yp)-

Pour tout entier naturel & de [0,n], on note P, le polyndéme d’interpolation de Lagrange
associé aux points X, ..., X, : c’est 'unique polynome de degré au plus k vérifiant

Py(xq) = ygs -y Ppxy) = Y-

12. Justifier I'existence et 1'unicité des n + 1 réels a, ..., a,, tels que

P, (z) = agNy(z) + a; Ny (z) + - + a, N, (z).
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13. Dans cette question uniquement, on admet que ay = y, et que pour tout entier

naturel k de [1,n],

J=0,j#i

Considérons que les données sont représentées par deux matrices X et Y :

En Python, on représentera cela par deux matrices, au format numpy.array, comportant

chacune n + 1 lignes et 1 colonne.

(a) Ecrire une fonction, en langage Python, nommée prodX prenant en entrée X, un entier

1 et un entier k et qui renvoie le produit

H (z; — ).

J=0, j#i

(b) Ecrire une fonction, en langage Python, nommée coeff prenant en entrée X et Y et qui

renvoie les coefficients a, ... , a,, sous forme d’une matrice.

(c) Comment utiliser cette fonction pour trouver I'inverse de la matrice de passage A

définie a la question 117 Combien d’appels de cette fonction sont nécessaires ?

14. (a) Montrer que ay = y, et que a,, est le coefficient du monéme de degré n de P, (x).
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(b) Justifier que
P, (z) = Z%Lz(x)
=0

(c) En déduire que

n

4 =)
T 1 @

J=0, j#i

15. Soit k un entier naturel de [1,n — 1]. On pose

(a) Montrer que @}, est un élément de R [x].

(b) Montrer que, pour tout entier 7 de [1, k], Q(x;) = y;.

(c) En déduire que P(z) = agNy(x) + -+ + ap Ni(z).

(d) Montrer que
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Probléme

Partie 1

On considére un parametre réel a > 0, et 'on définit la fonction f sur R par :

a

1. Justifier que f est une densité de probabilité.

2. Montrer que la fonction de répartition associée a f est la fonction définie sur R par :
1 x 1
F: z+— —arctan <—> + -
s a 2

Si une variable aléatoire réelle X a pour densité la fonction f, on dit que X suit la loi de

Cauchy de parametre a > 0. Lorsque a = 1, on dit que X suit la loi de Cauchy standard.
3. Une variable aléatoire X suivant une loi de Cauchy admet-elle une espérance ?

4. Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer que X suit la loi de Cauchy standard si et

seulement si aX suit la loi de Cauchy de parametre a.

5. Soit k£ un entier naturel non nul. Soit x un réel non nul. Soit g la fonction définie sur R
1

2+ k) ((x—t)2+1)

par  g(t) =

On admet qu’il existe des réels a, 3,7 tels que pour tout réel ¢,
(t)_at—lrﬁ alz—t)+ v
g 2+k (@—t)+1°

(a) Montrer que
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B+ =as
a(z® +1—k?) =28z
B(z?+1)+ azk® +yk2 =1

(b) En déduire que

B2+ k2+1)+29k2 =1
28+ y(x?+k*+1)=1

E+1

(c) Montrer finalement que 4+ vk = m

(d) Montrer que la fonction G définie sur R par :
G(t) = Y (ﬂ> + p arctan <£> + vyarctan(t — x)
2 \@—02+1) Tk k)T

est une primitive de g.

6. Soit k un entier naturel non nul. Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy de
parametre k et Y une variable aléatoire de loi de Cauchy standard, indépendante de

X. On admet que X 4 Y est une variable aléatoire a densité.

(a) Montrer que la fonction ¢ est une densité de X +Y ou ¢ est la fonction définie par :

Ve e R, o(z) = %( lim G(t) —tLiI_nOO G(t)).

t—+o0

(b) En déduire que X + Y suit une loi de Cauchy de parametre k + 1.
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7. Montrer par récurrence sur k que, pour tout k entier naturel non nul, si X, ..., X, sont
des variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi de Cauchy

de parametre a, alors X; + -+ + X, suit la loi de Cauchy de parametre ka.

On pourra se ramener a la question précédente en utilisant la question 4.

Partie 2

8. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que

1
Y =a-tan <7T<U — 5)) suit la loi de Cauchy de parametre a.

9. Ecrire une fonction en langage Python, nommeée cauchy, prenant en argument un
nombre flottant a > 0 et simulant une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy de

parametre a.

Soient n un entier naturel non nul, X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes

X 44X
suivant toutes la loi de Cauchy de parametre a et X, = 1+—+”
n

10. Ecrire une fonction en langage Python, nommée realisation, prenant en argument un

entier n et un réel a et renvoyant un vecteur de taille n contenant une réalisation du
n-uplet (X, ..., X,,).

11. Ecrire une fonction en langage Python, nommée moyennes, prenant en argument un

entier n et un réel a et renvoyant un vecteur de taille n contenant une réalisation de
(X4, ..., X,).

12. On a représenté sur la figure 2 1’évolution de trois réalisations de ces vecteurs.

Commenter cette figure.
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2 P
121
1 0
10 1
8 04 —27
S
X 6 -1 W —4
4 L, 6
5
73_ _8 -
0-
T T T T T T T T T T _10 - T T T T T
100 10t 102 103 104 100 10t 102 10% 104 100 10t 102 103 104
n n n

Figure 2 — Trois réalisations de (X, ..., X,,).

Chaque panneau représente X, en fonction de n, pour n allant de 1 & 10%, 'axe des
abscisses étant en échelle logarithmique. Premier panneau : départ vers —0,2, pic vers 6,5
pour n = 2, saut jusqu’a environ 13 vers n &~ 25, décroissance jusqu’a environ 0 vers

n ~ 600, saut a environ 1,7, chute vers —0,9 vers n ~ 1200, nouveau saut a environ 5 vers
n ~ 4500, valeur finale environ 2,5. Deuxieme panneau : valeurs entre —0,5 et 1,7 jusqu’a
n ~ 600, chute brutale a environ —3,6 puis remontée a environ 1,9 vers n &~ 680, valeur
finale environ —1,3. Troisieme panneau : départ vers —9,6, remontée progressive jusqu’a

environ 0 vers n ~ 60, saut a environ 1,7 vers n ~ 2800, valeur finale environ 0,4.

Partie 3

On considere une suite (X, ), <y de variables aléatoires mutuellement indépendantes et

suivant toutes la loi de Cauchy de parameétre réel a strictement positif.

On considére un parametre réel M strictement positif, et 'on pose pour tout entier naturel

non nul n :

1 si|X,| <M,
y —

n

0 si|X,|> M.

On pose enfin pour tout entier naturel n non nul :

Y+ Y,
D —

Y

n
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13. Déterminer la loi de Y,,, d’abord en fonction de F'(M), puis uniquement en fonction

de a et de M.

14. Démontrer que Y, converge en probabilité vers une variable aléatoire certaine égale a

pla) = %arctan (%)

15. (a) Justifier que 0 < p(a) <1 et que p(a)(l—p(a)) <

PN

(b) On note @ la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi normale
centrée-réduite. Montrer qu’il existe un unique réel z strictement positif vérifiant

®(z) = 0,975.

(c) Construire un intervalle de confiance asymptotique au niveau de confiance 95 % de

M
arctan (—) .
a

(d) En déduire un intervalle de confiance asymptotique au niveau de confiance 95 % de a.

16. On a représenté I'évolution de ces intervalles de confiance de a pour les valeurs de

a =M =1 sur la figure 3. Commenter cette figure.
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Figure 3 — Evolution des intervalles de confiance pour a = M = 1.

L’axe des abscisses (n de 102 & 10%) est en échelle logarithmique. Valeurs lues : pour

n = 100, borne inférieure environ —0,04 et borne supérieure environ 2,55 (maximum

environ 2,85 vers n & 110) ; pour n = 1000, environ 0,59 et 1,31 ; pour n = 10%, environ

0,87 et 1,11.

17. Quelle(s) qualité(s) attend-on d’un intervalle de confiance ? Commenter la figure 4

quant au choix du parametre M.
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g
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1
Longueur de I'intervalle de confiance

0.25

Figure 4 — Evolution des intervalles de confiance pour différentes valeurs de —.
a

Les deux panneaux représentent la longueur de 'intervalle de confiance en fonction de n
(échelle logarithmique), pour n de 102 & 10* & gauche et de 103 & 10? & droite. Valeurs lues

M
pour n = 10® (panneau de droite) : environ 0,82 pour ~— = 0,6, 0,73 pour — =1,
a a

M M
0,96 pour — =2et 2,05 pour — =5; pour n = 10* : environ 0,28, 0,24, 0,31 et
a a

0,64. Pour n = 102 (panneau de gauche) : environ 4,2, 2,6, 3,4 et 7,3 respectivement, la
M

courbe — = 0,6 présentant de fortes oscillations jusqu’a environ 4,8.
a
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