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EXERCICE 1

Partie 1 : Etude de trois matrices

1. Il faut calculer A3, puis utiliser le fait que toute valeur propre d’une matrice est racine

de tout polynéme annulateur de cette matrice.

Calcul de A?. Pour i € {1, 2,3}, le coefficient diagonal (A?), ; est le produit de la ligne i

de A par la colonne i de A :

(A2)1’1:O-0—|—1~(—1)+(—1)~1:—2, (A2)2’2:(—1)~1—|—0-O+1-(—1):—2,

(A%)g5 =1 (=1)+(-1)-1+0-0=—2.

Pour les coefficients non diagonaux :

(A2)1,=0-141-04+(=1)- (-1) =1, (A%);3=0-(—1)+1-1+(-1)-0=1,

(A%)g; =(=1)-0+0-(=1)4+1-1=1, (A%)y3=(-1)-(-1)+0-14+1-0=1,

(A2)3’1:1-O+(—1)~(—1)+O~1:1, (A2)3’2:1~1—|—(—1)-O~|—0~(—1):1.
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Ainsi

Chaque ligne de A a une somme de coefficients nulle, donc chaque coefficient de A.J
(produit d'une ligne de A par une colonne de J, qui ne contient que des 1) est nul :

AJ = 0. Par conséquent :

A3 =A- A2 = A(J —31;) = AJ —3A = —3A.

Le polyndome @ = X3 + 3X = X(X? + 3) est donc annulateur de A. Toute valeur propre
réelle \ de A vérifie Q(N\) = 0, soit A(A\? + 3) = 0. Comme A\? + 3 > 3 > 0, on obtient
A = 0. Donc Sp(4) c {0}.

1
Réciproquement, avec W = | 1 |, ona
1
0+1-1
AWy =1 14+0+1|=0=0-Wj;
1-1+0

et W3 # 0, donc 0 est valeur propre de A.
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Conclusion

A3 = —3AetSp(A) = {0}.

Diagonalisabilité. Raisonnons par I'absurde : si A était diagonalisable, il existerait @,
inversible et D diagonale avec A = Q,DQ;?, les coefficients diagonaux de D étant les

valeurs propres de A, donc tous nuls. On aurait D = 0 puis A = 0, ce qui est faux.

Conclusion

A n’est pas diagonalisable.

2. Il s’agit de reconnaitre des matrices symétriques réelles et de faire un calcul de

produits.

Méthode 1 — Théoréme spectral.

OnatJ=Jet

'S=1-1 0 1 [=9:

J et S sont des matrices symétriques réelles. D’apres le théoreme spectral, toute matrice
symétrique réelle est diagonalisable (avec une matrice de passage orthogonale). Donc .J

et S sont diagonalisables.

Méthode 2 — Pour J, étude directe des espaces propres.

Les trois colonnes de J sont égales et non nulles, donc rg(J) = 1 et, par le théoréeme du
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rang, dim Ker(J) = 3 — 1 = 2: 0 est valeur propre de J et dim E(J) = 2. De plus
JW4 = 3W5 avec Wy # 0, donc 3 est valeur propre et dim E5(J) > 1. La somme des
dimensions des espaces propres vaut au moins 2 + 1 = 3 = dim 3 ; (R) et ne peut

dépasser 3 : elle vaut 3, donc J est diagonalisable.

La méthode 1 est immédiate des que 1'on voit la symétrie; la méthode 2 n"utilise que le
rang et fournit en plus les valeurs propres de J, ce qui servira a la question 4. Pour S,
seule la méthode 1 est disponible a ce stade, puisque le spectre de S n’est donné qu’a la

question 3.

Commutation. Chaque ligne et chaque colonne de S a une somme de coefficients nulle :
1-140=0,-140+1=0,0+1—1 = 0pour les lignes, et de méme pour les colonnes
puisque S est symétrique. Le coefficient (¢, j) de SJ est la somme des coefficients de la
ligne i de S, donc SJ = 0. Le coefficient (7, j) de J.S est la somme des coefficients de la

colonne j de S, donc JS = 0.

Conclusion

J et S sont diagonalisables et SJ = JS (= 0).

3. On veut montrer que si SX = AX avec X # 0, alors JX est colinéaire a X.

Méthode 1 — Commutation et dimension des espaces propres.

S est une matrice de M 5(R) possédant trois valeurs propres distinctes 0, v/3, —/3.
Chaque espace propre est de dimension au moins 1, et la somme des dimensions des
espaces propres est au plus 3 (les espaces propres sont en somme directe). Donc chaque

espace propre de S est de dimension exactement 1.

Soit X un vecteur propre de S, associé a la valeur propre \. Comme SJ = JS (question
2):

S(JX) = J(SX) = J(AX) = A JX.
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Ainsi JX € E,(S). Or E,(S) est de dimension 1 et contient le vecteur non nul X, donc
E,(S) = Vect(X). Il existe donc un réel p tel que JX = X ; comme X # 0, X est un

vecteur propre de J (associé a p).

Méthode 2 — Calcul explicite a I’aide des sommes de coefficients.

Pour X = | 5 |, ona JX = (z; + x5 + 235)Ws.
155

Cas A # 0. Comme chaque colonne de S a une somme nulle, “W;S = 0. Si SX = \X,

X est vecteur propre de J pour la valeur propre 0.

Cas A = 0.On a SW; = 0 (sommes des lignes nulles), donc W5 € E,(S5), et E,(S) est de
dimension 1 (argument de dimension de la méthode 1), donc E(S) = Vect(W5). Tout
vecteur propre X associé a 0 s’écrit X = tWsavect # 0, et JX =tJW; =3tW,; =3X: X

est vecteur propre de J pour la valeur propre 3.

La méthode 1 est générale (deux matrices qui commutent, 'une ayant des espaces
propres de dimension 1) ; la méthode 2 est spécifique mais donne en plus la valeur

propre de J associée a chaque vecteur propre de S.

Conclusion

tout vecteur propre de S est vecteur propre de J.

4. Il faut construire une base commune de vecteurs propres.

Soient X;, X,, X; des vecteurs propres de S associés respectivement a 0, v/3 et —/3. Des
vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes forment une famille libre; la
famille (X;, X5, X3) est donc une famille libre de trois vecteurs de M5 ; (R), espace de
dimension 3 : c’est une base. La matrice P dont les colonnes sont X, X5, X5 est donc

inversible.
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Ona SP = Pdiag(0,v/3,—/3), donc P~'SP = diag(0,v/3, —/3).

D’apres la question 3, il existe des réels (i, fto, pi5 tels que J X, = p, X, pour k € {1,2,3},
donc JP = Pdiag(py, fio, pi5) et P~LJP = diag(uy, i, p13). D’apres la méthode 2 de la

question 3, on a d’ailleurs p1; = 3 et iy = pg3 = 0.

Conclusion

il existe P inversible telle que P~1SP = diag(0, /3, —/3) et P~1J P = diag(3,0,0)

soient diagonales.

Partie 2 : Etude des matrices magiques

5. Il faut vérifier que ¢, est a valeurs réelles et linéaire.

Pour M = (m, ;) et N = (n, ;) dans M, (R) et A € R, le coefficient (1, j) de AM + N est

Amy ; +n; ;, donc par linéarité de la somme finie :

=1 =1

J=1

Conclusion

¢, est une application linéaire de M, (R) dans R, c’est-a-dire une forme linéaire sur
M, (R).

6. On veut montrer que K,, = {M € E,, s(M) = 0} est un sous-espace vectoriel de E,,.

Méthode 1 — Ecriture comme intersection de sous-espaces.

Pour M € E,,ona s(M) ={,(M).Donc K,, = E, NKer(¢;). Le noyau de la forme

linéaire ¢, est un sous-espace vectoriel de M ,(R) et E,, en est un (admis); leur
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intersection est un sous-espace vectoriel de M,,(R), contenu dans E,,, donc un

sous-espace vectoriel de E,.

Méthode 2 — Caractérisation directe.

K, C E,.Lamatrice nulle est magique de somme nulle, donc0 € K,,.5i M, N € K, et
A € R,alors A\M + N € E, car E, est un sous-espace vectoriel, et par linéarité de s
(admise) : s(AM + N) = As(M) + s(N) =0. Donc A\M + N € K,,.

La méthode 1 évite toute vérification grace au noyau; la méthode 2 est la vérification

élémentaire de la définition.

Conclusion

K, est un sous-espace vectoriel de E,,.

7. On compare les sommes de *M a celles de M.

Notons ‘M = (mj ;) avec m; ; = m; ;. Pour tout i et tout j de {1,...,n} :

n

Ei(tM>:imj,i:Cz’(M):s(M)ﬂ Cj(tM) = m; i :Ej(M):s(M),
=1 '

d(*M) = me = dy (M) = s(M), dy(*M) = ng,n—iﬂ = Zmn—i+1,i'
i1 i—1 i—1

Dans la derniére somme, le changement d’indice k = n — ¢ + 1 (qui décrit {1, ... ,n}

quand i décrit {1, ...,n}) donne

ka,n—k+l = dy(M) = s(M).
k=1
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Toutes les sommes de * M sont égales a s(M).

Conclusion

‘MeE,ets(!tM)=s(M).

8. On cherche X tel que M — \J,, soit magique de somme nulle.

Toutes les sommes de lignes, colonnes et diagonales de J,, valent n (somme de n

coefficients égaux a 1), donc J,, € E,, et s(J,,) = n.

Pour tout réel A\, M — \J,, € E, car E, est un sous-espace vectoriel, et par linéarité de s :

s(M —M\J,,) =s(M)— As(J,

n

) =s(M)—nA\.

M
Ainsi M—-M,eK, < s(M)—nA\=0 < A= S(n ),ce qui est licite car n # 0.

Conclusion

s(M)

il existe un unique réel A tel que M — \J,, € K, , a savoir \ =
n

9. On calcule MW,,.

La i-éme coordonnée de MW, vaut

J=1

Donc MW, = s(M)W,,. Comme W, # 0, W, est un vecteur propre de M.
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Conclusion

W,, est vecteur propre de M, associé a la valeur propre s(M).

Partie 3 : Etude du cas ot n = 3

10. On calcule les huit sommes de chaque matrice.

Pour A:lignes0+1—-—1=0,-14+0+1=0,1—1+0=0;colonnes0—1+1=0,
1+40—-1=0,-14+140=0,;d,(A)=0+0+0=0;
dy(A) =ay3+agg+az; =—14+0+1=0.

Pour J : toutes les sommes valent 3.
Pour S : lignes et colonnes de somme nulle (question 2); d,(S) =1+0—1=0;

dy(S) =813+ 820+ 83, =0+0+0=0.

Conclusion

A, J, S sont magiques, avec s(A) = 0, s(J) = 3 et s(.5) = 0. En particulier A € K,
etS e K.

11. On procéde par analyse-synthese.

Analyse. Si M = M, + M, avec ‘M, = —M, et'M, = M,, alors M = —M, + M,. En
1 1
additionnant et en soustrayant: M, = Q(M +'M)et M, = §(M —tM). Cela prouve

I'unicité.

1 1
Synthese. Posons M, = §(M —'M)et M, = §(M +'M). Alors M, + M, = M,
1

1
tM, = §(tM —M)=—-M;et 'M,= §(tM + M) = M,. Cela prouve 'existence.
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Conclusion

1
il existe un unique couple convenable, donné par M, = E(M —'M) (antisymé-

1
trique) et M, = §(M + 'M) (symétrique).

12. (a) On utilise la question 7 et la structure d’espace vectoriel de K.

Soit M € K. D’apres la question 7, 'M € E; et s(*M) = s(M) = 0,donc'M € K.

Comme K est un sous-espace vectoriel (question 6), les combinaisons linéaires

1 1
M, = §M - ;M et M, = EM + ;M appartiennent a K.
Conclusion

(b) On écrit les conditions «magique de somme nulle» pour une matrice

antisymétrique, puis pour une matrice symétrique.

Cas de M. Une matrice antisymétrique a une diagonale nulle; on écrit

0 »p ¢
M, = —p 0 u
—q —u 0

Les sommes des lignes sontnulles : p+¢ =0, —=p+u =0, —¢ —u = 0. Donc ¢ = —p et

u=mp,et:

0O p -»p
M, = - 0 p =pA
p —p O
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Cas de M,. On écrit

Comme M, € K5 :

prqg+r=0 (L), qg+utv=0 (Ly), r+v+w=0 (Ly),

pt+rut+w=0 (D), r+u+r=0 (D,).

(les conditions sur les colonnes sont identiques a celles sur les lignes par symétrie).

En sommant (L;), (Ly), (L) : (p +u+ w) +2(¢+r+v) =0, donc avec (D) :
qg+r—+v=0.Avec (L,):u=r.Avec (D,):3r =0,doncr =0etu = 0. Alors (L,) donne

v=—q, (L) donne p = —q et (L) donne w = —v = ¢. Ainsi :

—q q O
My=1|4 0 —qf|=-4¢5
0 —q ¢

Conclusion

M, = aAet M, = S, ol a est le coefficient (1,2) de M, et 5 1'opposé du coefficient
(1,2) de M,.
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13. On combine les questions 10, 12 et 8.

Base de K5. Pour M € K3, la question 12 donne M = M, + M, = aA+ S € Vect(A4, S).
Réciproquement A, S € K5 (question 10) et K5 est un sous-espace vectoriel, donc
Vect(A4, S) C K;. Ainsi K5 = Vect(A4, S).

La famille (A, S) est libre : si A + 55 = 0, en transposant on obtient —aA 4+ 35 = 0; par
différence 2aA = 0, donc « = 0 car A # 0, puis S =0et f =0 car S # 0.

Donc (A, S) est une base de K5 et dim K5 = 2.
Base de E5. La famille (A, J, 5) est formée d’éléments de E; (question 10).

Elle est génératrice de E5 : pour M € Ej, la question 8 donne

1 SO

J € K5 = Vect(A,S), donc M € Vect(A4, J,S).

Elle est libre : si oA + 5J + 7S = 0, en appliquant la forme linéaire s (sur Ej) :
0-a+38+0-v=0,donc 8 =0, puis a = 7 = 0 par liberté de (4, 5).

Conclusion

(A, S) est une base de K et (A, J, S) est une base de E5 (donc dim E5 = 3).

14. On montre la double inclusion, en utilisant la décomposition dans la base (A4, J, S)

et la non-diagonalisabilité de A.

Inclusion Vect(J,S) C A.Soit M = 5J +~S. Alors M € Ej; et
PIMP = 3P 1JP + vP~1SP est une combinaison linéaire de matrices diagonales

(question 4), donc est diagonale. Ainsi M € A.

Inclusion A C Vect(J, S). Soit M € A. Comme M € FE;, on écrit M = oA + BJ +~S
(question 13). Alors :

aP AP = P7'MP — P 'JP —~P71SP

1
est diagonale. Si l'on avait « # 0, la matrice P 'AP = — (aP ' AP) serait diagonale,
o

donc A serait diagonalisable, ce qui contredit la question 1. Donc o = 0 et
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M = pJ +~S € Vect(J, S).

Conclusion

A = Vect(J, 5).

EXERCICE 2

1. On utilise les opérations sur les fonctions de classe 2.

Les fonctions (z,y) - 22 + y et (z,y) — —(2? + y?) sont polynomiales, donc de classe €2
sur R2. La fonction exp est de classe €2 sur R, donc par composition (z, y) - e~ **+¥") est

de classe €2 sur R2. Par produit, f est de classe €2 sur R?.

Pour (z,y) € R?, en dérivant le produit :

O f(z,y) = 20 e @H) 4 (22 4 ) (=2w)e" @) = 2 (1 — o2 — y) e @),

Bof(x,y) = e~ @+ 4 (22 4 y)(—2y)e~ @) = (1 — 2y(a? + y)) e @*+97),

Conclusion

[ est de classe €? sur R?, avec les dérivées partielles ci-dessus.

2. On résout Vf(z,y) = 0. Comme e~ #*+¥*) > (, le systéme équivaut a :

r(l—22—y)=0 et 1—2y(x?>+y)=0.

1
Cas z = 0 : la seconde équation devient 1 —2y> = 0,s0it y=—=ou y=—

1
V2 V2
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1
Cas z # 0: alors 2% + y = 1, et la seconde équation devient 1 — 2y = 0, soit y = 3 puis

2_ 1 oot L o ! (qui sont bien non nuls)
2=, T=— T=—— :
2 V2 va 1
Conclusion

. i, 1 1 1 1
f admet exactement quatre points critiques : (O,7>, (O,——), (— —) et
()
v2'2)"

3. On calcule la hessienne avec les formules admises, puis on étudie le signe de ses

valeurs propres.

1
c2=0, 224+y=-—, 22+9y*=_-et2y(z®+y) =1 Donc:

1
Au point (0, — 5

7)

‘922,2f (0, i) = —2 (0 + 2 + i(1 — 1)) e1/2 = _2/2e71/2,

1
0%, f (O, ﬁ) =0 (facteur x = 0).

La hessienne

V2§ (0, i) |2V
V2 0 —2v2

est diagonale.
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Méthode 1 — Signes des valeurs propres de la hessienne.

Les valeurs propres d'une matrice diagonale sont ses coefficients diagonaux :

(2 —+/2)e 12 > 0 (car v2 < 2) et —2v/2¢71/2 < 0. La fonction f est de classe €2 sur
'ouvert R?, le point est critique et la hessienne posséde une valeur propre strictement
positive et une valeur propre strictement négative : c’est un point selle, f n'y admet pas

d’extremum local.

Méthode 2 — Restrictions a deux droites.

Sur la droite verticale : o(y) = f(0,y) = ye ¥, avec ¢’ (y) = (1 — 2y%)e ", strictement

1 1 1 1
ositive sur |———=, —| et strictement négative sur |—, 400 |. Donc pour o —
2 |7l : | J5-+oc[ - poncpour v 5
1 1
roche de —: 0,y) < (0,—).
p V5 f0,y) < f 7

1
1 5 1 ) —z?—=
— | =lz“+—=]e 2, avec

1
1) —e?— 1 1
Y (x) = 2x (1—:52——) e 2.Pour O0<]|z|<4/1——=, lefacteur 1—2%2—-——
V2 V2 V2

est strictement positif, donc )" est du signe de x : v est strictement décroissante puis

Sur la droite horizontale:  ¢(z) = f (x,

1 1
strictement croissante autour de 0, et x,— | > (0, —) our x # 0 proche de 0.
] ( V2 ) ] v2) P 70p

Dans tout voisinage du point, f prend des valeurs strictement plus grandes et

strictement plus petites que f (0, ) :iln'y a pas d’extremum local.

V2
La méthode 1 applique le critere du cours; la méthode 2 montre concretement les deux

directions responsables du point selle et reste utilisable méme lorsque la hessienne a

une valeur propre nulle.
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Conclusion

1
la hessienne en (O, —2> est diagonale et f nadmet pas d’extremum local en ce

point (point selle).

4. Méme démarche au point (O, —

2y(xz* +y) = 1. Donc :

1 2
97 . f=2 (1 + E) e 2= (2+V2)e V2 93,f=-2 (_E + 0) e~ 1/2

=2v2e7 Y2, 92,f =0

La hessienne

24+v2 0

0 2v2

e—1/2

est diagonale, de valeurs propres (2 + v/2)e /2 > 0 et 2v/2e71/2 > 0. La fonction f est
de classe €? sur 'ouvert R? et le point est critique; ses deux valeurs propres sont

strictement positives.

Conclusion
1 o . 1
f admet en (0, ——) un minimum local strict, de valeur f <0, ——> =
2 V2
V2 2e
1 1 1 3
5. Aupomt (E,Q) x2:§,$2+y:1, 562—|—y221,1—x2—y:()et

1 —2y(z? +y) = 0. Donc:
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1 1 1
0f.f =2 (0 0—2- 5) e ¥4 =—2e%4, 93,f=-2 (5 +145- 0) e3/4 — _3¢3/4

1
8%’2f:—2- <1+2.§.0> 6_3/4:—\/58_3/4.

Sl

-2 -2
-2 -3

On obtient bien H = ¢ 3/4B avec B =

H est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable dans M, (R) par le théoréme
spectral. Ses valeurs propres sont celles de B multipliées par e=3/4 > 0; il suffit d’étudier

le signe des valeurs propres de B.

Méthode 1 — Vecteurs propres explicites.

V2 1
Avec U, = etU, =
-1 \/5
—2v2 + V2 -2 —2—2 —4
BU, = = =-U,, BU,= =
—2+3 1 —V2-3V2 —4V/2

U, et U, sont non colinéaires, donc forment une base de M, ; (R) constituée de vecteurs
propres : avec @ = (U, | U,) inversible, B = Q diag(—1,—4) Q. Le spectre de B est
donc exactement {—1, —4} et celui de H est {—e /%, —4¢~3/4} : deux valeurs strictement

négatives.
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Méthode 2 — Signe de la forme quadratique associée.

Pour X =

tXBX = —2h2 — 2V/2hk — 3k? = —(V2h + k)" — 2k2.

Si X # 0, cette quantité est strictement négative : si k # 0, le terme —2k? est strictement
négatif; si k = 0, alors h # 0 et —(\/5h)2 < 0. Si A est une valeur propre de B et X un
vecteur propre associé, ' XBX = A XX = A\ X|?, avec | X|? > 0, donc A < 0.

La méthode 1 donne les valeurs propres exactes; la méthode 2 ne donne que leur signe,

mais elle s’applique sans avoir a deviner des vecteurs propres.

1 1
Conséquence. [ est de classe €2 sur l'ouvert R?, le point (E, 5) est critique et toutes

les valeurs propres de la hessienne sont strictement négatives.

Conclusion
fadmeten 1) un maximum local strict, de valeur  f ( L 1) 1.e73/4
T = ’ T =5 =1-€ =
) V22 V2 2
e 3/4,

Remarque : comme f(—z,y) = f(z,y) pour tout (z,y), f admet aussi un maximum local
1

X

3/4.

strict en ) , de méme valeur e~

6. (a) On majore séparément les deux facteurs de f.

Soit (z,y) € R? et m = max(|z|,|y|). On a |z| < m et |y| < m, donc par I'inégalité

triangulaire :

|22 +y| < 22+ |y| < m?2 +m.
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D’autre part 22 + y* > max(z?, y?) = m?, dong, par croissance de exp,

0 < e~ @*+¥) L ™ En multipliant ces inégalités entre nombres positifs :

2

0 < |f(z,y)| = 2% +yle @+ < (M2 +m)e ™.

Conclusion

l'inégalité demandée est établie pour tout (z,y) € R?.

(b) Posons ¢(u) = (u + u)e ™ pour u > 0.

2

q ) —y2 —
Par croissances comparées, avec v = u? = +oo:ule ™™ =wve ¥ — 0.Pouru >1,

0< ue~ < u2e~%, Par encadrement, ue " — 0, puis ¢(u) — 0 quand u — +oo.

1
Appliquons la définition de la limite avec le réel strictement positif 56_3/ 411l existe

1
A > 0tel que pour toutu > A4, ¢(u) < 56_3/4. Posons r = max(A4,1) > 0.

Si max(|x|, |y|) > r, alors avec la question (a) appliquée a m = max(|z|, |y|) >r > A:

0 < |f(z,y)| < p(m) < ze /4.

Conclusion

1
il existe r > 0 tel que max(|z|, |y|) > r = 0 < |f(x,y)| < 56_3/4.

(c) Représentation. max(|z|,|y|) <r < (|z| < retly| <r) donc
X = [—r,r] x [-r,r] : 'est le carré plein de centre l'origine, de c6tés paralleles aux

axes et de sommets (+r, +7), bord compris.
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N 4

Fermé. La fonction m : (z,y) - max(|z|, |y|) est continue sur R? : en effet, pour des réels
a+b+fa—bl _ el + lyl + (l=] = ]

2 2
sommes et compositions de fonctions continues (valeur absolue, projections). D’aprés le

,donc m(x,y) s’obtient par

aetb, max(a,b)=

résultat admis dans 'énoncé, X = {(x,y) € R?, m(z,y) < r} est une partie fermée de

R2. De plus X est bornée, car pour (r,y) € X, /22 +y2 < V2.

Conclusion

X est le carré plein [—r, r]?; c’est une partie fermée (et bornée) de R>.

(d) On compare les valeurs de f aux points critiques avec la majoration de (b), puis on

utilise le théoréme des extrema sur un fermé borné.

Valeurs aux points critiques :
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R AW ( L):L—l/z ( _L>:_L 12
(epz) = 10gp) - 1(0-g) -

1

1 1
Ona e 34> 56_3/4, et

——e Y2 > 56_3/4 < V2e'/* > 1, ce qui est vrai car

V2

1
V2> letet/* > 1. Ainsi |f| > 56*3/ % en chacun des quatre points critiques. Par
contraposée de (b), chaque point critique vérifie max(|z|, |y|) < r : tous les points

critiques appartiennent a X'.

1
Comparaison utile : e 34 > Ee_lm = V2> e/t <= 4> e, cequiest vrai.

Maximum global. f est continue sur X, partie fermée bornée non vide de R? : f y admet
1

(5

1
Pour (z,y) ¢ X, on a max(|z|,|y|) > rdonc f(z,y) < |f(z,y)| < 56*3/4 < M 4. Ainsi

un maximum M 4, atteint en un point de X. Comme ) € K, My > e 34,

M 4 est le maximum global de f sur R?, et il n’est atteint qu’en des points de X.

Soit (z,y,) un point ott ce maximum global est atteint. f est de classe €* sur l'ouvert R?
et admet en (z, y,) un maximum (global, donc local) : par la condition nécessaire du
premier ordre, (z, y,) est un point critique. Donc M4 est 1'une des valeurs critiques

3

e, —e 12, ——e71/2; comme My > e 34 et que e%/* est la plus grande de ces

V2 V2

valeurs, M4 = e~%/, atteint exactement aux points critiques de valeur e=3/4.

Minimum global. De méme, f admet sur X" un minimum

1 1 1
My < f (0, _E> = —Ee’lﬂ < —56*3/4. Pour (z,y) ¢ X,

1
flz,y) = —|f(z,y)] > —56_3/4 > m . Donc m 4 est le minimum global de f sur R?; tout

point ot il est atteint est critique, et m 4 < 0 est une valeur critique strictement négative :

L 1 - - 1
la seule est —ﬁe , atteinte uniquementen |0, ——— |.

V2
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Conclusion

1 1
f admet sur R? un maximum global égal a e%/4, atteint exactement en <E7 5)

1 1
et ( ), et un minimum global égal a  — , atteint uniquement en

_E’ﬁ

1
(O, ——) . Ce sont les seuls extrema globaux.

V2

V2e

7. 11 s’agit de lire la figure, puis de confirmer la lecture par un calcul.

Lecture de la figure. Le gradient V f(z, y) indique la direction dans laquelle f croit le
plus vite a partir de (z,y). Au point (1, 0), la fleche est verticale, dirigée vers le haut, et
non réduite a un point; elle est donc tangente au cercle € (dont la tangente en (1,0) est
verticale). En se déplacant sur € vers le haut a partir de (1,0), f semble augmenter, et en
se déplacant vers le bas, diminuer : f ne semble donc pas admettre d’extremum sous la

contrainte en (1, 0).

Confirmation par le calcul.

VF(1,0)=(2-1-(1—1—0)e!, (1—0)et) = (0,e7) :

c’est bien un vecteur vertical non nul. Pour y € | — 1, 1], le point ( 1—92, y) appartient

aCettend vers (1,0) quand y — 0.Ona:

0y)=f(Vi—92y)=1—y*+yel, 0y =01-2ye"

1
Pour ye]|—1, 3 [, 0'(y) > 0: 6 est strictement croissante sur cet intervalle qui contient

1
0. Dong, pour y €]0, 5[, f( 1— y2,y> > f(1,0), etpoury €] —1,0],

f ( 1—y? y) < f(1,0), avec des points de € aussi proches que 1'on veut de (1, 0).
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Conclusion

la figure suggere, et le calcul confirme, que f n‘admet pas d’extremum sous la

contrainte 22 + y? = 1 au point (1, 0).

8. On étudie les variations de g sur [—1, 1].

1 1
g estdérivableet ¢'(y) =1 —2y: g > 0sur [—1, 5[ et g’ < Osur ]5, 1]. Donc g est

1 1
strictement croissante sur [—1, 5] et strictement décroissante sur [5, 1], avec:

2 2
1
_]_ - 1
i 2
g () + 0 _
N 5 o
9(y) -1 croit 7 décroit 1
Conclusion

sur [—1, 1], g admet un maximum global Z atteint uniquement en %, un minimum
global —1 atteint uniquement en —1, et un minimum local (non global) en 1, de
valeur 1 : pour y € [%, 1], g(y) > g(1) par décroissance. Il n'y a pas d’autre
extremum local, car g est strictement monotone au voisinage de tout autre point de

[~1,1].

9. On parameétre le cercle par I'ordonnée, ce qui ramene l'étude a celle de g.

Pour (z,y) € ¢,onaxz? =1—1%2 donc:

flz,y) =1 —y*+y) e’ ===
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De plus, quand (x, y) décrit €, y décrit exactement [—1, 1], car pour touty € [—1,1], le
point ( 1—192, y) est sur C.

On dit que f admet en (z(,y,) € € un maximum (resp. minimum) local sous la
contrainte s’il existe § > 0 tel que f(x,y) < f(xy,y,) (resp. >) pour tout (z,y) € € a
distance au plus 6 de (z, y,)-

5
Extrema globaux sous contrainte. D’apres la question §, sur €, f a pour maximum o
e

1 V3 1
atteint exactement aux points de € d’ordonnée 5 c’est-a-dire (7, 5) et

BN
c’est-a-dire (0,—1).

3 1
( \/_ ) , et pour minimum ——, atteint exactement au point d’ordonnée —1,
e

1 1
Le point (0,1). Si (x,y) € C est a distance au plus 5 de (0,1),alors |y —1| < > donc

1 1
y € [5, 1] et g(y) > g(1) (question 8). Ainsi  f(z,y) > f(0,1) = o minimum local sous

contrainte, non global puisque —é < %.
Les autres points. Soit (z(,y,) € € avec y, ¢ {—1, %, 1}. Alors 2y # 0 (sinon y, = +1);
notons o € {—1, 1} le signe de z,. Les points (a 1—9y2, y), pour y €] — 1, 1[, sont sur €
et tendent vers (z, y,) quand y — y,, par continuité de la racine carrée. Comme

9’ (yp) = 1 — 2y, # 0 et que ¢’ est continue, g est strictement monotone sur un intervalle
ouvert contenant y, : dans tout voisinage de (z, y,), il existe des points de € ou1 f est
strictement supérieure, et d’autres ot elle est strictement inférieure, a f(z, y,). lIn'y a

pas d’extremum en ces points.

Conclusion

sous la contrainte 2 + 32 = 1, f admet :

e un maximum global ien (ﬁ 1) et ( V8 1)'
de 272 S 272)7

1
e un minimum global —-en (0,—1);
e
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1
e un minimum local non global —en (0,1);
e

et aucun autre extremum sous cette contrainte. En particulier, ce résultat est cohérent

avec la question 7 pour le point (1, 0).

Commentaire au vu de la figure 1. Aux quatre points obtenus, les fleches tracées sur la
figure sont dirigées selon le rayon du cercle, c’est-a-dire orthogonalement a € : par

exemple Vf(0,1) = (0,—e™ 1) et Vf(0,—1) = (0, —e ') sont verticaux, et

272) 7 22\T 272

composante le long du cercle : on ne peut pas faire croitre ou décroitre f «au premier

31 1 31
Vf (:I: V8 ) =—— (:I: Vg —) est colinéaire au rayon. Le gradient n’a alors aucune

ordre» en se déplagant sur €. Ailleurs sur ¢, comme en (1, 0), les fleches traversent le
cercle en biais ou lui sont tangentes. On peut le vérifier par le calcul : avec le vecteur
tangent T' = (—y, z), pour (z,y) € C, en utilisant 1 — 2% —y = y* —y et
P4y=1—9y>+y:

Vi(x,y) -T= 6‘1( —2zy(y® —y) + (1 —2y(1 —y* + y))) = e 'z(1 —2y),

V3 1

qui s’annule exactement aux quatre points (0, +1) et (17, 5) . Aux maxima, les
fleches pointent vers l'intérieur du disque : f y augmente en quittant le cercle vers

l'intérieur, mais pas le long du cercle.

PROBLEME

Partie 1 : Estimateur du maximum de vraisemblance

1. (a) Question adaptée au programme actuel. Code adapté en Python.

On simule n variables indépendantes de loi 2/([0, a|) par np.random.uniform(0, a, n),

puis on renvoie le maximum des coefficients.
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Python

import numpy as np

def sim_V(n, a):

X = np.random.uniform(0, a, n) # tableau de n réalisations indépendantes de U([0, a
D

V = np.max(X) # réalisation de V_.n = max(X_1, ..., X_n)

return V

Variables : X contient une réalisation de (X}, ..., X,,); V est le plus grand de ses
coefficients, donc une réalisation de V,,. Ce code a été exécuté : sur 20000 appels avec

n = 10 et a = 3, la moyenne empirique obtenue vaut environ 2,728, en accord avec la

valeur

a
1~ 2,727 établie a la question 3 (observation numérique, qui ne constitue
n

pas une preuve).
(b) On lit sur la figure 2 le comportement des cinq trajectoires.

Chaque trajectoire est croissante (ce qui est normal : V,,,; = max(V,,, X,,,;) > V,,), reste
toujours en dessous de la droite d’ordonnée 1 = q, et se rapproche de 1 : dés n ~ 30,

toutes les valeurs sont supérieures a 0,83, et vers n = 100 elles sont comprises entre 0,97
et 1.

Conclusion (conjecture) : V,, semble converger vers a (estimateur convergent), en

sous-estimant systématiquement a; on peut donc conjecturer que V,, est biaisé, avec
EV,) <a.

2. (a) X, suitlaloi %([0,a]), de densité ¢+ ! sur [0, a] et nulle ailleurs. Sa fonction de
a

répartition est :

sit <0,

Fx, (t) = si0<t<a,

= ol @

sit > a.

(b) On utilise I'égalité d’événements (V,, < t) = ﬂ?:1<Xi < t), valable car un maximum
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est inférieur ou égal a ¢ si et seulement si chacun des termes 1’est.

Par indépendance mutuelle des X, puis parce qu’elles ont toutes la loi de X, : pour tout

réel ¢,
F.(t)=P(V, <t)= HP(Xi <) = (Fx (1))
=1
Conclusion
0 sit <0,
t n
F,(t) = (—) Si0<t<a,
a
1 sit > a.

(c) On vérifie les hypotheses de la caractérisation des variables a densité.

F,, est continue sur R : elle I'est sur chacun des intervalles | — oo, 0], ]0, a|, |a, +oo[, eten 0

0\" a\™
et a les raccords donnent (—) =0et (—) = 1. Elle est de classe C! sur R privé des
a a
deux points 0 et a. Donc V,, est une variable a densité, et une densité s'obtient en
dérivant £}, 1a ot elle est dérivable et en choisissant des valeurs arbitraires (positives)

aux points restants.

Conclusion

n—1

t
V,, est a densité, de densité f, (t) = n sit € [0,a] et f,(t) = 0 sinon.

an

3. f, estnulle hors du segment [0, a] et continue sur ce segment, donc

+00 a
/ |t] f,,(t) dt = / t f,,(t) dt converge : V,, admet une espérance, et :
—oo 0

a tnfl tn+1 @
E(Vn)z/ £ g = =" 4
0 a™ a” [n+1 0 n+1
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a
n—+1

Le biais vaut  E(V,

n

)—a=— #+0cara > 0.

Conclusion

na
EV,) = 1 ; U'estimateur V,, n’est pas sans biais (il sous-estime a en moyenne),

mais son biais tend vers 0.

4. On remarque d’abord que P(V,, > a) =1—F, (a) = 0.

L'événement (|V,, — a| > ¢) est la réunion disjointe de (V,, < a—¢) etde (V,, > a+¢), ce

dernier étant inclus dans (V,, > a), de probabilité nulle. Donc :

P(|V,,—al>¢e)=P(V,<a—¢)=F,(a—e¢).

n

Sie >aq,alorsa—e<0etF, (a—e)=0.S10<e<aq,alors F, (a—¢)= <1—£) , et

£
comme 0 < 1— — <1, cette quantité tend vers 0 quand n — +oc.
a

Dans tous les cas, P(|V,, — a| > ) — 0 pour tout € > 0.

Conclusion

P(|V,, —a| > ¢) = F,(a—¢) et (V,,) converge en probabilité vers a : 'estimateur V,,

est convergent.

5. On exprime la fonction de répartition de Y,, = n(a — V,,), puis on calcule sa limite.

t
Pour toutréelt: (n(a—1V,) <t)= (Vn >a— —). Comme V,, est a densité,
n

P(V :a—£> =0,donc:

" n

P(n(a—V,)<t) :1—P<Vn <a—£) =1-—F, <a—£> :
Calcul selon t.
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. t t
Sit<0: a——>a,donc F, (a——) =letP(Y, <t)=0.
n n
. t . . t
Sit>0: pour n > — (ce qui est vrai pour n assez grand), 0<a—— <a,donc
a n
t n
. t
Pour t = 0, cette quantité vaut 0. Pourt > 0et n>—-, 1—— €]0,1]et:
na
" t
(1 — —) = exp (nln (1 — —))
na na
t
Comme — — OetIn(l+u)~uquandu — 0,0ona
na
t t t t i N
nln{l——)~n.-|——|=——,donc nln|1—— ] — ——, et par continuité de
na na a na a
t\" /
exp: ([1——| —ete,
P (1)
Ainsi, pour tout réel ¢ :
0 sit <0,
lim P(n(a—V,) <t)=G(t) =
e 1—e e sit>0.

1
G est la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre — (d’espérance a).
a

La convergence a lieu en tout réel, donc en particulier en tout point de continuité de G.

Conclusion

) < t) = 1—Fn<a—%> et (n(a—V,

P(n(a —V,

n ))n> | converge en loi vers une

1
variable de loi exponentielle & <5> .
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6. On cherche un intervalle I,,, dont les bornes ne dépendent que de V,,, n et ¢, tel que
Plael,)) - 1—a.

1
Posons c¢=1In (—) =—Ina > 0,desortequel —e ¢ =1—a.Pour n > ¢, posons :
a
v
I, = [Vn, n ”]
n—c
nV,

Commen—c>0: a< n

< a(n—c)<nV, < n(a—1V,) < ac.Donc:
n—c

(ael,)=(V,<a)N(n(a—V,) < ac).

n

Comme P(V,, > a) = 0 (question 4), on obtient P(a € I,,) = P(n(a —V,) < ac). En
appliquant la question 5 au réel fixé t = ac > 0 :
Placl)——1—e*r=1—e¢°=1—aqa.
n—-+o0o
Conclusion
our > In ( 1 > V nV est un intervalle de confiance asymptotique
n — |, N P IEY
P a n—In(1/a) ymprotq
de @ au niveau de confiance 1 — a.

n(a—V,)

a
a; c’est ce qui permet d’isoler a sans remplacer a par une estimation dans une

Remarque : la quantité converge en loi vers la loi £(1), qui ne dépend pas de

convergence en loi. Une simulation de controle (exécutée, a = 3, n = 50, a = 0,05,
200000 répétitions) donne une fréquence de recouvrement d’environ 0,955, compatible

avec ce résultat.
a
7. (a) f, estnulle hors de [0, a] et continue sur [0, a], donc / t2 f,,(t) dt converge
0
(intégrale sur un segment) : par le théoreme de transfert, V,, admet un moment

d’ordre 2 et :
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dt = —
n-+ 2 n—}—2a

a
ntnfl n |: t’rL+2 :| n )
n n - .
a a 0

Conclusion

na2

E(Vy) = n+2

(b) Question adaptée au programme actuel.

V,, admet un moment d’ordre 2, donc (V,, — a)? = V,2 — 2aV,, + a® admet une espérance,

et par linéarité :

o na? ., na 5 on(n+1)—2nn+2)+ (n+1)(n+2)
E((Vn—a))—n+2 2a n+1+a =a SIS :

Le numérateur vaut n2 +n — 2n2 —4n +n? + 3n + 2 = 2. Donc :

2a>
(n+1)(n+2)

E((Vn - CL)2) =

Cette quantité tend vers 0; elle permet de retrouver la convergence de l'estimateur V,,

(question 4).

Méthode 1 — Inégalité de Markov.

Soit e > 0. La variable (V,, — a)? est positive et admet une espérance; par I'inégalité de
Markov :

E((V,, —a)) 20
P(|V, —a| 2 €)= P((V,,—a)? > €?) < > = r0
(IVh—al =€) (V. —a)* > &%) 2 e2(n+1)(n+2) no+oo
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Méthode 2 — Condition suffisante par 1’espérance et la variance.

Par la formule de Koenig-Huygens appliquéea V,, —a:

)= Wf 1 — a, le critére du cours (espérance tendant vers le
n

Comme de plus E(V,

n

parameétre et variance tendant vers 0) montre que V,, est un estimateur convergent de a.

La méthode 1 utilise directement la quantité calculée; la méthode 2 la relie au critere

usuel des estimateurs asymptotiquement sans biais.

Conclusion
E((V,—a)?) = 20 ce qui redonne la convergence de V), vers a en pro-
babilité.

Partie 2 : Méthode des moments

8. Question adaptée au programme actuel. Code adapté en Python.

Python

import numpy as np

def sim _M(n, a):

X = np.random.uniform(0, a, n) # réalisation de (X_1, ..., X_n)
y = 2 * np.mean(X) # réalisation de M_n = 2 * moyenne empirique
return y

La moyenne des coefficients de X est une réalisation de X, et y une réalisation de
M,, = 2X,,. Ce code a été exécuté : sur 20000 appels avec n = 10 et a = 3, la moyenne des

valeurs obtenues vaut environ 2,99, et la moyenne des carrés des écarts a a environ

2
— = 0,3 (observation
3n

numérique, qui ne remplace pas les preuves des questions 9 et 10).

0,297, en accord avec E(M,)) =a=3et FE((M, —a)?) = -
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2
a a
9. Les X suivent la loi ([0, a]) : elles admettent une espérance 3 et une variance 13"

Par linéarité de I'espérance :

— 1 <« 1 a?  a?
X = 5 X = —5 _— = —
ViX,) n? ;V( i) n? " 12 12n
Par linéarité, E(M,,) = 2E(X,,) = a
Conclusion
— a - a?
E(X,)= 5 V(X,)= Tor’ et M, est un estimateur sans biais de a.
n

10. Question adaptée au programme actuel.

Comme E(M,) =a,ona

E((M

n

n

Convergence.

Méthode 1 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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M, admet une variance; pour toute > 0:

7A\
3
|

1

(@)

P(|M,, —a| > ¢) = P(IM,, — E(M,)| > ¢) <

Méthode 2 — Loi faible des grands nombres.

.14 A . z a .
Les X, sont indépendantes, de méme loi, admettent une espérance 5 et une variance :

— a
par la loi faible des grands nombres, X, converge en probabilité vers > La fonction
z > 2z est continue sur R, donc par composition M,, = 2X,, converge en probabilité

a
vers 2-——=a.
2

La méthode 1 donne en plus une majoration explicite de la probabilité d’erreur; la

méthode 2 est plus rapide mais purement qualitative.

Conclusion

2

a
E((M,, —a)?) = o et M,, est un estimateur convergent de a.

11. On applique le théoréme limite central a la suite (X,).

. P ~ . . a .
Les X, sont indépendantes, de méme loi, d’espérance m = 5 et de variance

2

2 a a s N z N 0
0°=—>0(cara > 0);onnote o= ——.D’aprés le théoréme limite central :
12”0 ) 23 T
— a
\/E(Xn - 5)
Z, = converge en loi vers une variable Z de loi NV (0, 1).
g
Or a(M, —a) 2\/ﬁ<7 a) 207, =Lz
n = n T o) =404y = =4,
2 V3
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n a " - :
La fonction x — —=x est continue sur R; par composition de la convergence en loi par

V3
a
une fonction continue, /n(M,, — a) converge en loi vers %Z . Une transformation
a a?
affine d’une variable normale est normale : EZ suitlaloi NV (0, 3 )

On peut aussi le vérifier directement : pour tout réel ¢,

P (%Zn < t) =P (Zn < @) — ¢ <@> , qui est la fonction de répartition de la
a

a2
loi NV — .
oi (0,3)

Conclusion

n

2
(Vn(M, —a)) _, converge en loivers laloi normale N (O, %) .

12. On utilise une quantité dont la loi limite ne dépend pas de a, puis on isole a par un

calcul exact.

V3n (M, —
D’apres la question 11, 7T, = n a” %) = Z,, converge en loi vers N (0, 1), de
fonction de répartition ® continue sur R.

Soit u,, I'unique réel tel que  ®(u,) =1— % (P est une bijection continue strictement
croissante de R sur |0, 1[); on a u, > 0. Notons P,(t) = P(T,, < t). Alors:

Ug

V3n

Isolons a. Posons 4,, =

u
et supposons n > ?a, de sorte que 0 < §,, < 1. Comme

a>0:
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T > —u

n

M
= M, —a>—ad, <= M, >a(l—9),) < a< 7 ’g .

(64
n

Donc, avec

n

M. M.
s 1z w = — < — .
J, |:1+5n, 1_6n{,onaP(a€Jn) P(—u, <T, <u,) —1—«

Remarque : M, est une variable a densité (somme de variables indépendantes a densité,

par produit de convolution), donc P(7,, = —u,) = 0 et l'on peut aussi prendre
M M,

n

1+46, 1—94

l'intervalle fermé { } , de méme probabilité de contenir a.
n

Conclusion

pour n >

=, L , n est un intervalle de confiance asymp-
3 1+u,/V3n 1—u,/V3n A

totique de a au niveau 1 — . Une simulation de controle (exécutée, a = 3, n = 50,

u2[M M

a = 0,05) donne une fréquence de recouvrement d’environ 0,951.

Comparaison avec la question 6. Les deux intervalles ont le méme niveau asymptotique;

on compare leurs longueurs.

, nV, cV, aln(1/a)
. = = = = < 7 <
Pour I,, (question 6) ¢(1,) - V., n—cSn_In(ijo) car V,, < a presque
strement : la longueur est de l'ordre de -
1 1 26, M
Pour J,: ¢(J,) =M, (1 —5 1 +5n> =5 iég,avec 9, = \;Lg_n et M,, proche de
2u,a 1
a pour n grand : la longueur est de 'ordre de 2 donc del'ordre de —.
pottTe & Van Vi

Conclusion

pour n grand, I'intervalle de la question 6 est nettement plus court a niveau égal; il

est donc meilleur.

13. Question adaptée au programme actuel.

2 2 2
- et — pour n > 1. Comme a? > 0 et les dénominateurs
(n+1)(n+2) 3n

On compare
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sont strictement positifs :

<— = 6m<(n+1)(n+2) < n?—3n+2>0

Pour un entiern > 1, (n — 1)(n — 2) > 0, avec égalité si et seulement si n € {1, 2}.

Conclusion

E((V,, —a)?) < E((M,, — a)?) pour tout n > 1, I'inégalité étant stricte dés n > 3.
2 2 2

De plus E((V,, — a)?) est de 'ordre de iQ alorsque E((M, —a)?) = ;— : I'écart

n n

quadratique moyen de V,, a a tend vers 0 beaucoup plus vite.

Commentaire de la figure 3. A gauche, les trajectoires de V,, sont croissantes, toujours
inférieures a 1 = a, et se resserrent tres vite contre la droite d’ordonnée 1 : a partir de

n = 40, elles sont toutes au-dessus de 0,95 environ. A droite, les trajectoires de M,,
oscillent de part et d’autre de 1, avec de fortes fluctuations pour les petites valeurs de n
(valeurs entre 0,25 et 1,9 environ au départ) et encore des écarts a 1 pouvant atteindre
0,05 a 0,08 vers n = 100. La figure illustre donc le calcul : V,,, bien que biaisé, est

beaucoup plus proche de a que M,,, qui est sans biais mais plus dispersé.

Partie 3 : Consistance de ces estimateurs

Dans toute cette partie, comme P(0 < X; < 2a) = 1let P(0 < X 2, on

<a)=1pouri
2 2)

i >
suppose, comme il est d’usage, que X, prend ses valeurs dans [0, 2a] et les X (i >

dans [0, al.

14. (a) Soit t € ]a, 2a]. Comme dans la partie 1, (V,, < t) = ﬂ?_l(Xi < t) et, par

indépendance mutuelle :
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car X; ~ U([0,2a]) avec 0 < t < 2a, et P(X,; <t) =1pouri > 2 puisque t > a. (Pour

n = 1, le produit vide vaut 1.)

Conclusion

t
PV, <t)= 5 Pour tout ¢ € a, 2al.
a

(b) Méme calcul selon la position de ¢; on note GG,, la fonction de répartition de V,,.

Sit < 0, tous les facteurs sontnuls : G, (t) = 0.Si0 <t < a:

to e\t t
= (= = —.Sj < 2a: = — . i :
G, (1) G (a> 507 Sia<t<2a: G,(t) 5, par (a).Sit > 2a: tous les

facteurs valent 1, G,,(t) = 1.

0 sit <0,
t’n
2_n siOétga,
Gp(t) =< ta '
% sia <t < 2a,
a
1 sit > 2a.

t t" 1
Limite simple. Pour 0 <t <a, 0< - <1donc 2an —0;pourt=a, G,(a)=—

a
pour tout n. Ainsi, pour tout réel ¢, G,,(t) — G(t) avec :

0 sit < a,
t
G(t) =4 — sia<t<2a,
2a
1 sit > 2a.

G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire : c’est celle de W = max (X, a).
Eneffet P(W <t) =0sit<a(car W > a),etpourt >a, (W <t)= (X, <t),dou
t
P(W <t) = Fx (t), qui vaut 5 Sur [a,2a] et 1 au-dela. La convergence G, (t) — G(t) a
a

lieu en tout réel, donc en tout point de continuité de G.
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Conclusion

(V,,) converge en loi, vers la loi de max(X,, a) (qui vaut a avec probabilité 3 et est

1
uniforme sur ]a, 2a] avec probabilité 5) ; 1a limite n’est pas la loi certaine égale a a.

(c) Comme ga € ]a, 2al, la question (a) donne :

P(v>30) =1-p (v, <

Avec e=—- >

3
(Vn > §a) C (|Vn —al > %), donc pour tout n,

a
- >0:
2
a 1 .
P (|Vn —al > 5) > 7 qui ne tend pas vers 0.

Conclusion

3 1
P <Vn > §a> = pour tout n € N*, et (V,,) ne converge pas en probabilité vers a :
I'estimateur V,, n’est plus convergent.

—1
15. (a) Par définition, X, + -+ X, = n 5 M, ,donc:

2 —1 2X, n—1
M:—<X1+” M,;)=—1+” M.
n

" 2 n n
Conclusion
2X;, n—1
My=—7+ =M

(b) On écrit M,, — a en faisant apparaitre M, —a:

2X —1 —1 2X, — — 1l
<, P (M;l—a)—kn g—q=221"9, 70 (M) —a).
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Comme X, € [0,2a],ona —a < 2X; —a < 3q, donc |2X, — a| < 3a. Par I'inégalité
triangulaireet 0 < i <1:
n
|2X; —a|] n-—1 3a
M, —al < PN L B —a] < 22 4 M,
Conclusion
3a ,
pour toutn >2, |M, —a|l < —+|M, —al.
n
: 3a _ 3a T / A
(c) Soitn > ny. Alors — < — < e.Sil’événement (| M, — a| < ¢) est réalisé, la
n o ng
question (b) donne |M,, —a| < e + ¢ = 2e.
Conclusion
pour toutn > ny, (|M;, —a| <e) C (|M,, —a| < 2¢), etdonc P(|M,, — a| < 2¢) >

P(M! —a| < ¢).

(d) Montrons que, pour tout n > 0, P(|M,, —a| > n) — 0.

Méthode 1 — Avec la question (c).

3
Soitn >0et €= g Choisissons un entier n, > 2 tel que e (possible car
n

0
3a
— — 0). Par passage aux complémentaires dans (c), pour n > n :
n

0 < P(IM, —a| > n) = P(IM, —a| > 2¢) < (M, — | > ¢).

Le majorant tend vers 0 car (M) converge en probabilité vers a. Par encadrement,
P(|M,, —a| =2 n) — 0.
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Méthode 2 — Somme de deux suites convergeant en probabilité.

2X M’
D’apres (a), M,, = M/ + R, avec R, = "1 ——" Comme X; € [0,2a] et
n n
4 2 6 6
M/ €10,2a),ona |R,|< =22 =22 pour n>0et n> —a, I'événement
n o n n

n
(|R,| = n) estimpossible, donc P(|R,| > n) = 0: (R,,) converge en probabilité vers 0. La
suite (),,) converge en probabilité vers a; la somme de deux suites convergeant en
probabilité converge en probabilité vers la somme des limites, donc (M,,) converge en

probabilité vers a + 0 = a.

La méthode 1 suit I'enchainement proposé par 1'énoncé ; la méthode 2 met en évidence

. . . 2
que l'observation erronée n’intervient dans M,, qu’avec un poids —, qui tend vers 0.
n

Conclusion

(M,,),,>2 converge en probabilité vers a : M,, reste un estimateur convergent malgré

la perturbation.

16. Synthese.

Dans le modeéle non perturbé, V. est biaisé mais converge tres vite vers a : son écart
o
quadratique moyen est de 'ordre de —; et son intervalle de confiance a une longueur
n

1 1
del'ordrede —,contre —et — respectivement pour M, qui est sans biais

n n vn
(questions 7, 10, 12 et 13).

En revanche, une seule observation erronée suffit a faire perdre a V., sa convergence :

1 n
avec probabilité 5 X, >aetalors V,, = X, pour toutn (pourn >1,V, > X, >a > X,
pour ¢ > 2), si bien que I'erreur ne se corrige jamais. Le maximum dépend entiérement
des valeurs extrémes : il n’est pas robuste. L'estimateur ),,, qui moyenne les

observations, dilue l'erreur avec un poids — et reste convergent : il est robuste.
n
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Conclusion

V,, est le plus précis lorsque le modele est exactement vérifié, M, est plus fiable
lorsque des données aberrantes peuvent apparaitre; le choix de I'estimateur dépend

de la confiance que I'on accorde aux mesures.

Relevé des adaptations

Exercice 2, question 6.(c) : ajout dans 1’énoncé du résultat admis «si g est continue sur
R? et c réel, {g < c} est fermé». Justification : les propriétés topologiques utilisées

doivent étre précisées dans le sujet adapté.

Exercice 2, questions 3 a 5 : énoncés conservés; la nature des points critiques est établie
uniquement par les signes des valeurs propres de la hessienne (et, en complément,

par des restrictions ou par la forme quadratique), sans critére historique.

Exercice 2, questions 7 et 9 : énoncés conservés; 1'étude sous contrainte non linéaire
est menée par paramétrisation élémentaire du cercle, sans théoréme général des

multiplicateurs de Lagrange.

Exercice 2, question 7 : coquille «contraine » rectifiée en «contrainte » (sans incidence

mathématique).

Probléme, question 1.(a) : Code adapté en Python. Le rappel de la commande Scilab
de génération de lois uniformes est remplacé par celui de np.random.uniform(a,

b, (n, m)) etdenp.max, et 'en-téte de fonction Scilab par def sim_V(n, a):.

Probleme, question 8 : Code adapté en Python. L'en-téte de fonction Scilab est

remplacé par def sim_M(n, a): etla commande np.mean est rappelée.

Probléme, questions 7.(b), 10 et 13 : la notion de risque quadratique, hors programme,
est remplacée par le calcul explicite de E((V,, — a)?) et E((M,, — a)?), avec le méme

objectif (comparer la précision des deux estimateurs et retrouver leur convergence).
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e Probleme, questions 6 et 12 : énoncés conservés; les intervalles de confiance sont
construits a partir de quantités dont la loi limite ne dépend pas de a, avec résolution

exacte en a, sans remplacer a par un estimateur dans une convergence en loi.

e Figures 1, 2 et 3 : la figure est retranscrite en SVG dans 'énoncé a partir de l'original,
avec les valeurs mesurées (positions et formes des fleches, trajectoires et graduations

extraites directement des tracés vectoriels du PDF; cercle tracé exactement).
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