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EXERCICE 1

Rectification de I’énoncé. Le document original définit Sp(® ) comme «1’ensemble
formé des valeurs de ¢ 4 ». Il s’agit d"une coquille : la notation Sp et la suite de 'exercice
montrent qu’il s’agit de I’ensemble des valeurs propres de ® ,. L'énoncé a été rectifié en

ce sens.

Résultats du cours utilisés dans tout 1’exercice :

Théoreme spectral (admis au programme) : toute matrice symétrique réelle
S € M,(R) est diagonalisable; il existe une matrice @) inversible, et méme

orthogonale (Q = Q~1), et une matrice diagonale A telles que S = QAQ .

e Dans un espace euclidien, les coordonnées d"un vecteur v dans une base

orthonormale (e4, ..., e,) sont les (e, | v).

Les valeurs propres d"une matrice ou d’'un endomorphisme sont des racines de tout

polynéme annulateur.

La somme des espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est directe.

PARTIE I : Etude d’un cas particulier

Question 1

Ce qu’il faut établir : la j-iéme colonne de 7' est formée des coordonnées de @ ,(V;) dans

la base (V;, V,, V5, V). On calcule donc les quatre images, en utilisant la décomposition :

Image de V; :

2/32



@1 Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2009

10 11 0 —1
AVy = , VA= . Pa(Wy) = =0-Vi=Vo+V3+0-V,.
10 00 1 0
Image de V, :
01 11 -1 0
AV, = . Ved= . 0a(V) = =—Vi+0-1+0-V;+V,.
01 00 0 1
Image de Vj :
10 00 1 0
10 11 0 —1
Image de V :

@)
—
e}
@)
=)
—

AV, = , VA= ;o DAV = =0-Vi+Vo—=V3+0-V,.

[a)
—_
—_
—
|
—_
=)

Les colonnes de coordonnées sont donc (0, —1,1,0), (—1,0,0,1), (1,0,0,—1) et

(0,1,—1,0) : ce sont exactement les colonnes de la matrice 7' de I’énoncé.

Diagonalisabilité. On compare les coefficients symétriques de T : t,, = t5; = —1,
est une matrice symétrique réelle. D’apres le théoreme spectral, T est diagonalisable

(avec une matrice de passage orthogonale).
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Conclusion

T est la matrice de ® 4 dans la base (V;, V,, V5, V,), et T est diagonalisable.

Question 2

Ce qu’il faut établir : 'égalité matricielle T = 47, puis en tirer un polyndme annulateur
deT.

Calcul de T?2. Comme T est symétrique, ses colonnes sont ses lignes ; notons
r, =(0,—-1,1,0), ry = (—1,0,0,1), r3 = (1,0,0,—1), r, = (0,1, —1,0) ses lignes. Le
coefficient (i, j) de T est le produit scalaire usuel de r; et de 7 :

T =2,111=0,1173=0,7 17y =2, 15 179=2, 7913 =—2,75-7,=0, 73

'T3:2, 7’3~7”4:0, T4'T4:2.

2 0 0 -2
0 2 -2 0
T2 =
0 -2 2 0
-2 0 0 2

Calcul de T3 = T?T. La i-ieme ligne de T°7T est la combinaison des lignes de 7' dont les

coefficients sont ceux de la i-ieme ligne de 72 :

o ligne1:2r, —2r, = (0,—2,2,0) — (0,2, —2,0) = (0, —4,4,0) = 4r,,

o ligne2: 2r, — 2ry = (—2,0,0,2) — (2,0,0,—2) = (—4,0,0,4) = 4r,,
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e ligne3: —2r, + 2r; = (4,0,0,—4) = 4r,,

o ligne4:—2r; +2r, = (0,4,—4,0) = 4r,.
Ainsi T3 = 4T.

Conséquence sur les valeurs propres. Le polynéme
Q(X) = X3 —4X = X(X —2)(X + 2) est annulateur de 7. Soit A une valeur propre de T’

et X # 0 un vecteur propre associé. Par récurrence immédiate T X = A\* X, donc :

0= (T% —4T)X = (X% — AN X.
Comme X # 0, on obtient A3 — 4\ = A\(A — 2)(A +2) = 0.

Conclusion

T3 = 4T et Sp(T) C {—2,0,2}. On ne sait pas encore lesquels de ces trois réels sont

effectivement valeurs propres.

Question 3

Ce qu’il faut établir : une base de £y(T) = {X € M, ;(R) | TX = 0}. On résout le

systeme.

Pour X = ,ona:
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—y+2=0

—z+w=0 z=y
TX =0 < « =

z—w=20 W=z

(y—7=

Donc X € Ey(T) < X =z2U, +yU, avec

1 0

0 1
U, = , Uy, =

0 1

1 0

La famille (U,, U,) engendre E(T'); elle est libre car ses deux vecteurs ne sont pas

colinéaires (la premiére coordonnée de U, est nulle mais pas celle de U;, et U, # 0).

Conclusion

(U,,U,) est une base de E(T"), qui est de dimension 2; en particulier 0 est valeur

propre de T'.

Remarque : U, et U, sont les coordonnées de V; 4+ V, = I, etde V, + V5 = A; ce sont bien

des matrices qui commutent avec A, c’est-a-dire des éléments du noyau de ® 4.
Question 4

Ce qu'il faut établir : les produits 7'X,; et T'X,. On calcule ligne par ligne.
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0+1+1+0 2 0—1—-140 —2
—14+0+0—1 ) —1+0+0—1 9
1+04+0+1 2 1+0+0+1 2
0—1—-1+4+0 —2 0+14+140 2

= _2X2.

Comme X; # 0 et X, # 0, X, est un vecteur propre associé a la valeur propre 2 et X, un

vecteur propre associé a la valeur propre —2.

Conclusion

TX, =2X,,TX,=—2X,. Avec les questions 2 et 3, on obtient Sp(T") = {—2,0, 2}.

Question 5

Ce qu'il faut établir : une base de M, ; (R) formée de vecteurs propres de 7. On pose :

10 1 1 000 O

01 —1 1 000 O
P = (colonnes Uy, Uy, X1, X5), D=

01 1 -1 002 O

10 -1 -1 000 =2

Il reste a justifier que P est inversible et que T'= PDP~!.

Méthode 1 — Somme directe des espaces propres.

Soient des réels «, 3,7, ¢ tels que aU, + BU, + vX; + 6X, = 0. Le vecteur aU; + BU,
appartient a E(T'), v X, a E5(T) et 0.X, a E_4(T). Les valeurs propres 0, 2, —2 étant

7/32



@ Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2009

distinctes, la somme E(T) + E5(T) + E_5(T') est directe, donc chacun des trois vecteurs
est nul. Ainsi vX; =0etdX, =0donnenty =6 =0,etal; + fU, =0donnea = =0
car (U,, U,) est libre.

La famille (U, U, X4, X;) est donc libre; elle comporte 4 vecteurs dans M 4 ;(R), de

dimension 4 : c’est une base, et P est inversible.

Méthode 2 — Orthogonalité des colonnes.

Pour le produit scalaire canonique de ), ;(R), on vérifie :

tU1U2:0, tU]_Xl:l_].:O, tU]_XQ:l_l:O, tU2X1:_1+1:O, tU2X2:]_
—1=0,'X,X,=1—-1—1+1=0.

Les quatre colonnes de P sont non nulles et deux a deux orthogonales. Une famille

orthogonale de vecteurs non nuls est libre : si

Z c W, =0,
k

le produit scalaire avec W; donne ¢,|W,|* = 0, donc ¢; = 0. On conclut comme dans la
méthode 1.

Comparaison : la méthode 1 repose sur un résultat général valable pour toute matrice;
la méthode 2 exploite la symétrie de T' (les espaces propres d’une matrice symétrique

sont orthogonaux) et se vérifie par un calcul direct.

Relation 7= PDP~!. Colonne par colonne, T'P a pour colonnes TU, = 0, TU, = 0,
TX, =2X,,TX,=—2X,, qui sont aussi les colonnes de PD. Donc TP = PD et, P
étant inversible, T = PDP!.
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Conclusion

P et D ci-dessus conviennent.

1
Remarque de cohérence avec la partie Il : A =0et
—1
1 1
A =2 :
1 1

et une matrice d’ordre 2 a au plus deux valeurs propres distinctes, donc Sp(A4) = {0, 2}
et T={2,0,2} = Sp(T) = Sp(®,).

PARTIE II : Réduction de ¢ 4, dans le cas général

Question 1
Ce qu’il faut établir : ® 4 est a valeurs dans M, (R) et linéaire.

Pour M € M, (R), les produits AM et M A de deux matrices d’ordre n sont dans M, (R),
donc @ ,4(M) € M, (R).

Pour M, N € M, (R) et A € R, par distributivité du produit matriciel :

®,(AM + N) = AOM + N) — (AM + N)A = A\(AM — MA) + (AN — NA)

=0, (M) + ®4(N).

Conclusion

® 4 est un endomorphisme de M, (R).

Question 2
Ce qu'il faut établir : (- | -) est bilinéaire, symétrique, positive et définie.
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Vérification de l'expression en somme double. Pour j € {1,...,n}, le coefficient diagonal
(4,7) de *M N vaut

n

n
t _
D (M) n =Y myn .

=1 =1

En sommant sur j, on retrouve

Tr(*M N) = m; .n

4,5 '%,9"

Symétrie : 'expression

2 ity

est inchangée quand on échange M et N, donc (M | N) = (N | M).

Linéarité a droite : pour N, N’ € M, (R) et A\ € R, 'M(AN + N') = A'MN +'MN’, etla
trace est linéaire, donc (M | AN + N’) = AX(M | N) + (M | N’). Par symétrie,

'application est aussi linéaire a gauche : elle est bilinéaire.

Positivité :

(M| M) = Zm

Caractere défini : si (M | M) = 0, une somme de carrés de réels est nulle, donc chaque
m, ; estnul, et M = 0.
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Conclusion

(- | -) est un produit scalaire sur M, (R), qui devient un espace euclidien de dimen-
sion n”. En notant E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en
position (4, j) qui vaut 1, la formule en somme double donne (E; ; | E; ;) = 1si

(4,7) = (k,1) et 0 sinon : la base canonique (E; ;) est orthonormale.

Question 3

Ce qu’il faut établir : ® 4 est un endomorphisme symétrique, puis appliquer le théoreme

spectral.

On utilise {(UV) = 'V 'U, la linéarité de la transposition et de la trace, ‘A = A et
Tr(UV) =Tr(VU).

D’une part :

(® (M) | NY = Tr (*(AM — MA)N) = Tr (‘M AN) — Tr (A*M N).

D’autre part :

(M | ®4(N)) = Tr (*M(AN — NA)) = Tr (*M AN) — Tr (*M N A).

AvecU = AetV ="M N,ona Tr(A*M N)=Tr(*M N A). Les deux expressions sont

donc égales :

VM,N € M, (R), (@4(M)][N)=(M]|®,(N)).

Diagonalisabilité. ® 4, est un endomorphisme symétrique de I'espace euclidien

(M, (R), (| -)). Soit B la base orthonormale (£ ;) (rangée dans un ordre fixé) et S la
matrice de ® , dans B, d’ordre n?. La base étant orthonormale, la coordonnée de

D4 (E; ;) selon Ey est (Ey ;| ®4(E; ;)), donc:
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S(k,l),(i,j) = <Ek,l CI)A(Ei,j)> = (CI)A(Ek,l) | Ez_7> = (Ezg | ‘I’A(Ek,z» = S(i,j),(k,l)'

La matrice S est symétrique réelle; par le théoréme spectral, il existe ) inversible et A
diagonale telles que S = QAQ~!. Les colonnes de Q sont les coordonnées dans B de n?
matrices formant une base de M, (R), et 'égalité SQ = QA montre que ce sont des

vecteurs propres de @ 4.

Conclusion

¢ 4, est diagonalisable, ce qui établit la premiere propriété annoncée.

Question 4.(a)

Ce qu'il faut établir : la matrice X 'Y a un coefficient non nul, puis 1'égalité 'Y A = 'Y

par transposition.

Notons X = (z4,...,z,) etY = (y;, ..., y,) en colonnes. Le coefficient (i, j) de X 'Y est
z,;y,;. Un vecteur propre est non nul par définition : il existe i, tel que z; # 0 et j, tel que
y;, # 0. Alors z; y; # 0, donc My y # 0.

Ensuite, puisque ‘A = Aet AY = pY :

'Y A=YITA=1AY)=4uY) = pntY.

Conclusion

MX,Y # OettYA = IU/tY.

Question 4.(b)
Ce qu'il faut établir : My y est vecteur propre de ¢ 4, pour A — p.

Par associativité du produit, avec AX = AX et la question précédente :
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Py(Myy)=AXY —X'VA=AXY —pX'Y = (A —p)Mx y.
Comme My y # 0, My y est un vecteur propre de ® 4 associé a A — 1, donc
A—peSp(Py).

Soit maintenant v € I : il existe A, € Sp(A) tels que v = A — p. En choisissant un

vecteur propre X associé a A et un vecteur propre Y associé a p, ce qui précede donne

7 €5p(®a)

Conclusion

Pu(Mxy)=A—pu)Mxy et CSp(®,).

Question 5.(a)

Ce qu'il faut établir : si M annule tous les vecteurs propres de A4, alors M = 0; on utilise

'existence d"une base de vecteurs propres de A.

A est symétrique réelle; par le théoreme spectral, il existe une matrice inversible R et
une matrice diagonale A’ telles que A = RA’R™!. Les colonnes 7, ..., Z, de R sont non
nulles (car R est inversible) et vérifient AZ;, = 9, Z,, ot J,, est le k-iéme coefficient
diagonal de A’ (égalité AR = RA’ lue colonne par colonne) : ce sont des vecteurs

propres de A.

Sous I'hypothese faite, M Z;, = 0 pour tout k, donc M R = 0 (ses colonnes sont les M Z},),
puis M = MRR™' =0.

Or M est un vecteur propre de ® ,, donc M # 0. Lhypothese « M Z = 0 pour tout

vecteur propre Z de A» est donc fausse.

Conclusion

il existe un vecteur propre Z, de A, associé a une valeur propre y, tel que M Z;, # 0.

Question 5.(b)
Ce qu’il faut établir : A(M Z)) = (o + p)M Z,,.
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Par hypothese ® , (M) = aM, c’est-a-dire AM — M A = oM. En multipliant a droite par
Zyeten utilisant AZ) = pZ; :

Comme M Z;, # 0 d’apres la question précédente, on conclut.

Conclusion

M Z est un vecteur propre de A associé a la valeur propre o + p.

Question 5.(c)
Ce qu'il faut établir : I'inclusion Sp(® 4 ) C I, puis les deux propriétés annoncées.

Soit o € Sp(® 4) et M un vecteur propre associé. D’apres 5.(a) et 5.(b), A = o+ pet p
sont des valeurs propres de A, et = XA — pp € I'. Donc Sp(® 4) C I.

Avec 4.(b), on obtient Sp(® 4) = I', et la question 3 a établi que ¢ 4 est diagonalisable.

Conclusion

pour toute matrice symétrique réelle A, @, est diagonalisable et Sp(®,) = I'. On
retrouve le résultat de la partie I : Sp(A4) = {0,2} et Sp(T") = {—2,0,2}.

EXERCICE 2

Question 1.(a)

A
Ce qu’il faut établir : la limite de / e " dt quand A — +oc.
0

La fonction ¢ - e~ est continue sur [0, +oo[. Pour A > 0:
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Comme a > 0, e~** — 0 quand A — +o0.

Conclusion

+oo 1
/ e~ dt converge et vaut —.
0 a/

Question 1.(b)

Ce qu’il faut établir : la convergence en +oco de l'intégrale d"une fonction continue et
positive. La fonction g, : t — e 2%y/1 + x2e2! est continue et positive sur [0, +oo| : le seul

probléme est en +oo.

Méthode 1 — Majoration.

Pourt > 0, e* > 1,donc 1 + z2e?! < et + 22e?* = (1 + 2?)e?!. La racine carrée étant

croissante sur R :

0<g,(t) <e?ty1+x2et =1/1+22e7".

+o0
D’apres 1.(a) aveca = 1, / e~' dt converge. Par comparaison de fonctions positives,
0

+o0
/ g, (t) dt converge.
0

Méthode 2 — Equivalent.

Siz =0, gy(t) = e ? et la convergence résulte de 1.(a) aveca = 2. Six # 0, pour t > 0

) o2t o2t
g,(t) = e 2|zlety 1+ 7 = lz|le )1+ 3

15/32



@1 Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2009

et la racine tend vers 1 quand ¢ — +o0, donc g, (?) Mos |z]e~t. Ces fonctions sont
—+00

+o0 +oo
positives et / |z|e~* dt converge : par équivalence, / g, (t) dt converge.
0 0

Comparaison : la majoration traite tous les réels x d"un coup ; I'équivalent oblige a
séparer le cas x = 0 mais met en évidence le comportement exact de l'intégrande, utile

quand aucune majoration simple n’apparait.

Conclusion

I'intégrale converge pour tout réel x; f est définie sur R, et elle est pairecarg_, = g,.

Question 2.(a)

Ce qu’il faut établir : deux inégalités entre réels positifs, pour z > 0 et ¢t > 0.

Inégalité de gauche. z%e?' < 1+ z2e?! et la racine carrée est croissante sur R, , donc

Va2e?t < /1 + z2e2t. Comme zet > 0, vV2e2t = zet.

Inégalité de droite.

Méthode 1 — Comparaison des carrés.

-
Les deux réels zet + e et /1 + 22e?! sont positifs et la racine carrée est croissante,
x
e—t
donc 1+ x2e2t < xet + 5
x
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Méthode 2 — Quantité conjuguée.

Posons y = ze' > 0. Alors :

2\ _ .2 1 1
\/1+yQ—y=(1+y> vy _ <o
Vityi+y V142 +y 2

-t

1
car \/1+ y?2 > ydonne /1 + y?> +y > 2y > 0. Comme 5 = 62—, on obtient I'inégalité
Yy 75

voulue.

Comparaison : la méthode 1 est une vérification directe une fois la majoration connue; la

méthode 2 permet de la découvrir, car elle mesure 1'écart entre /1 + y? et y.

Conclusion

—t
Vo >0, Vt >0, zet <1+ z2e?t <xet+€2—.
x

Question 2.(b)
Ce qu'il faut établir : intégrer ’encadrement précédent apreés multiplication par e 2 > 0.

Pourz >0ett > 0:

3t

o
ze t < e 2t\/1+ x2e?t < zet + —.

2z

Les trois intégrales sur [0, +-o0o[ convergent (1.(a) aveca = 1 eta = 3, et 1.(b)). Par

croissance de l'intégrale (inégalité sur [0, A] puis passage a la limite A — +00) :
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Conclusion

1
v 0 < < —
x>0,z < f(z) x+6a:

Question 2.(c)
Ce qu'il faut établir : le comportement de f(z) — z en +o0.
o 1 1
D’apres 2.(b), 0< f(z) —x < o pour x > 0, et 6z — 0. Par encadrement,

f(z) —x — 0 quand z — +o0.

Conclusion

la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de
+o00, et la courbe est au-dessus de cette asymptote. Par parité, la droite y = —x est

asymptote au voisinage de —oo.

Question 3.(a)

Ce qu’il faut établir : la formule par changement de variable sur un segment, puis

passage a la limite.

Soit x > 0 fixé. L'application ¢ : ¢ - ze’ est de classe C' et strictement croissante sur
du

[0, 4+00[, avec ¢(0) = x et p(t) — +00; sa réciproque est u — In(u/z), et dt = —. Avec
u

2

x
e ="etx

u

22t = 42, on obtient pour tout A > 0:

A zed o el
d V1 2
/O eZt\/1+x262tdt:/ %\/1+u27u=x2/ #du.
xX x

u

V14 u?

Posons h(u) = ——=——, continue et positive sur |0, +-oo[. Pour B > z, avec

e
A=In(B/z)>0:

B L B/
/ h(u) du = — / e 2t/ 1 + x2e2t dt.
T = Jo
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Quand B — +o0, In(B/x) fa(:f)

(composition

f(x)

113'2

+o00
de limites). Donc / h(u) du converge et vaut

. 1 1 .
Remarque : la convergence se voit aussi directement, car h(u) ~ fonctions

u—+00 U
T du
positives, et l'intégrale de Riemann / — converge.
Conclusion
+00
V142
Ve >0, f(x):xz/ #du.
x u
Question 3.(b)
Ce qu’il faut établir : la régularité de H : z — / u) du sur ]0, +oo[, puis dériver le

produit z? H (z).

Pour = > 0, par la relation de Chasles (intégrales convergentes) :

H(:c):/wlh(u)du—l-/l%oh(u)du:C’—/lxh(u)du, oﬂC’=/1+oohu du

La fonction h est continue sur l'intervalle |0, +o00[; d’apres le théoréme fondamental du
calcul intégral, =+ / u) du est de classe C'* sur ]0, +o0|, de dérivée h. Donc H est

de classe C! et H'(z) = —h(x).

Par produit, f(z) = 22H (x) est de classe C' sur |0, +-o0[ et
V1422  22°H(z) _V1+2?2  2f(z) —V1+2?

f'(z) =2zH(z) — 2?5

T T T T
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Conclusion

2f(x)—\/1—|—x2.

[ estde classe C! sur |0, +oo[ et f/(z) = .

Question 3.(c)
Ce qu’il faut établir : une intégration par parties dans H(x), menée sur un segment.

1
Soitz > 0et B> z. Onpose v(u) = ——— (de dérivée u3) et w(u) = V1 + u2 (de
P 2u2

dérivée %), toutes deux de classe C'* sur [z, B]. Alors :
1+u

B
TVitwr | Vit N Y1 w L Vite? V14 B
. u? B 2u? s B

2u? /142 22 2B?

L1 /B du
2/ uV/1+u?
Passage a la limite B — +o00 :

e le membre de gauche tend vers H(z) (question 3.(a));

N 1
vivs _ oL,
052 e\ TmE T

i B du R SR
e par conséquent ———— admet une limite finie, c’est-a-dire que
w1+ u?

+o0 du
J(z) = / ——— converge (ce que confirme I'équivalent ———
z  uy1+u? w/1+u2 v

+00).

vV1i+z2 1

Ainsi  H(z) = 5zt §J (z), et en multipliant par 222 :
7

2f(z) = V1+ 22+ 22J(z).
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2f(x) — V1422 _

T

Monotonie. D’apres 3.(b), f'(z) = xJ(z). La fonction

u — ——— est continue et strictement positive sur [a:, —|—oo[, donc

uy 14+ u?
J( >/ _du
(=) = uv 1+ u?

> 0. Ainsi f/(x) > 0 sur l'intervalle |0, +o0[.

Conclusion

l'égalité est établie, f'(x) = zJ(z) > 0 pour x > 0, et f est strictement croissante

sur )0, 4+-o00].

Question 4.(a)

Ce qu’il faut établir : une intégration par parties sur un segment, puis la convergence
d’une intégrale impropre en 0 et en +oc.
uln(uw)

Notons g(u) = m pour u > 0.
u

1
Formule. Soit z > 0 et B > z. On pose v(u) = In(u) (de dérivée E) et
w(u) = (14 u?)~1/? (de dérivée —u(1 + u?)~3/?), de classe C! sur [z, B] :

In(u) B+ /B uln(w) - In(B)  In(z)
View| L Qe 142 V142

B
/ du _
e uvV 14 u?

T /xB g(u) du.

Quand B — +o0 : le membre de gauche tend vers J(z) (question 3.(c)); pour B > 1,
In(B) o In(B)

Vi+B B

+00
admet une limite finie : / g(u) du converge et
x

0 <

B
, qui tend vers 0 par croissances comparées. Donc / g(u) du
x

J(x) = __In@ —I—/ g(u) du.

Vv 1+x?
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+00
Convergence de / g(u) du.
0

+00
e En 400 :la convergence de / g(u) du résulte de ce qui précede avec z = 1. (On
1

In(u) _ 0( 1

—— |, puis
u? u3/2> P

peut aussi remarquer que g > O sur [1, +oo[et  g(u) ~

comparer a une intégrale de Riemann convergente.)

e En 0: par croissances comparées v In(u) — 0 quand v — 0", donc g(u) — 0. La

fonction g se prolonge en une fonction g continue sur [0, 1] avec g(0) = 0. Pour

1 1 47 43
z €]0,1], / g(u) du = / Jg— / g, et / g — 0 quand z — 0" (continuité de
w 0 0 0

T 1
x / g). Donc / g(u) du converge.
0 0

Conclusion

+o00o
1
la formule est valable pour tout z > 0 et / ( uln(u) du converge.
0

A+u?)?

Question 4.(b)

Ce qu'il faut établir : J(z) ~ —In(z) en 07, puis les deux équivalents demandés, en

+00 x
/ g—/ g pour
0 0

+o0
€]0,1], donc K(z) —» K, = / g(u) du quand = — 0" : K admet une limite finie en
0

raisonnant sur des quotients (sans additionner d’équivalents).

400
Comportement de K(x) = / g(u) du. Par Chasles, K(x)

0.

Equivalent de J. D’aprés 4.(a), pour 0 < z < 1 (de sorte que —In(z) > 0) :

J(x) 1 K(x)

“In(z)  iier  —In(@)’

K(x)
—In(x)

Quand z — 07, — 1, et — 0 car K(z) — K, et —In(z) — +o00. Donc
0

1
V1+ z2
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J(z) ~ —In(x).

z—0t

Equivalent de f’. D'apreés 3.(c), f'(x) = x.J(x), donc par produit d’équivalents :

f'(x) T In(x).

B’ 1
Equivalentde f— 5 D’apres 3.(c), pour z > 0:

1 V1i4a2-1  22J(x) a? 1
f(w)—ﬁ— 5 t— —7(m+=](w))a

2
car \/1+:1:2—1=x—.PourO<x<1:

vV1i+z2+1

f@)—>
- N 1 /(@) >»0+1=1
k) (it 4 D(—In(@)  —In(@ o
2
Conclusion
f’(QT) a::0+ —z ln(x) et f(x) . % x:m _;1;2 1121(x)

Question 4.(c)

Ce qu'il faut établir : la continuité de f en 0, sa dérivabilité en 0 et la continuité de f’ en 0.
+o00 1
Valeuren0: f(0) = / e 2tdt = 3 (question 1.(a) avec a = 2).
0

Continuité de f en 0 : par croissances comparées z?In(z) — 0 quand z — 0™ ; d’apres
1

4.(b), f(x)— 5 est équivalent a une quantité de limite nulle, donc  f(z) — ke f(0).

Ainsi f est continue sur [0, +o0.
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Méthode 1 — Théoreme du prolongement de la dérivée.

[ est continue sur [0, +o0[, de classe C! sur ]0, +oo[ (question 3.(b)), et
[ (z) ~ —zIn(x) — 0 quand z — 07, donc f’(z) — 0. D’apres le théoréme du

prolongement de la dérivée, f est dérivable en 0, f(0) = 0, et f’ est continue en 0.

Méthode 2 — Taux d’accroissement.

Pour x > 0, d’aprés 4.(b) :

Donc f est dérivable (a droite, ce qui suffit sur [0, +-00[) en 0 avec f/(0) = 0. De plus

f'(z) = 0= f'(0) d’apres I'équivalent de f’, donc f’ est continue en 0.

Comparaison : la méthode 1 n"utilise que I'équivalent de f’ et un théoreme du cours; la
1
méthode 2 revient a la définition du nombre dérivé et utilise 'équivalent de  f — 5

mais exige ensuite de vérifier séparément la continuité de f’.

Conclusion

f est de classe C! sur [0, +oo| et f/(0) = 0.

PROBLEME

Notations. Pour i > 1, on note B, I'événement «la i-ieme boule tirée est blanche » et B,
son contraire. Le nombre total de boules reste égal & IV : une boule blanche est remise,

une boule noire est remplacée par une blanche.

Composition de 'urne. Si les j premiers tirages ont donné des boules noires (0 < j < b),
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I"'urne contient, avant le tirage j + 1, exactement a + j boules blanches et b — j boules

noires. Si les tirages donnent des boules blanches, la composition n’est pas modifiée.

PARTIE I

Question 1
Ce qu’il faut établir : Y prend exactement les valeurs 1,2, ...,b + 1.

OnaY > 1. Tant que I'on n’a pas tiré de boule blanche, chaque tirage retire une boule
noire de l'urne. Aprés b tirages noirs consécutifs, I'urne ne contient plus que des boules
blanches (et N = a + b d’entre elles), donc le tirage b + 1 donne une boule blanche de
facon certaine. Ainsi Y < b + 1, et I'événement «aucune boule blanche n’est tirée lors

des b + 1 premiers tirages » est de probabilité nulle (question 2 et produit des

probabilités conditionnelles, dont le dernier facteur est nul).

Réciproquement, chaque valeur k € {1, ...,b + 1} est de probabilité strictement positive

d’apres le calcul de la question 2.

Conclusion

Y(Q) ={1,2,...,b+1}.

Question 2
Ce qu'il faut établir : P(Y = k) par la formule des probabilités composées.

Pourl <k<b+1:

(Y =k)=B,NByN--NDB,_;NB,.

Pour 1 < i < k—1,sachant B; N--N B,_;, 'urne contient b — (i — 1) boules noires parmi

- - b—i+1 — -
N,donc P(B,|B;,N--NB, ;)= % Sachant By N---N B,,_;, 'urne contient
. at+k—1
a + k — 1 boules blanches, donc la probabilité de B, vaut —N
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Les événements conditionnants sont de probabilité non nulle :

j ,
— — b—i1+1
P(B,Nn--NB,) :iljllT >0
pour j < k — 1 < b, chaque facteur étant strictement positif. La formule des probabilités

composées donne :

Mb—i+1Ya+k—1 bb—1)-(b—k+2) a+k—1

=1

!
Comme b(b—1)-(b—k+2)= m (produit vide égalalsik =1):
Conclusion
bl(a+k—1) 0 a
Vke{l,..,b+1}, P(Y =k) = b k1 DIV En particulier P(Y =1) = ¥

Question 3

Ce qu'il faut établir : deux expressions de P(Y = k).

Méthode 1 — A partir de la formule de la question 2.

Bl(a+b) BN bl

O!Nb-i-l = Nb+1 - m

Pourk=b+1: PY =0+1)=

Pour 1 < k < b, en réduisant au dénominateur commun (b — k + 1)! N* et en utilisant

b—k+D)=0b-k+1)(b—k)!:
b! B b! _bWN-b(b—k+1) bla+b—b+k—1)
(b—k+1!Nt  (b—K)INF  (b—k+1IN* —  (b—k+1)N*
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bl(a+Fk—1)
(b—k+1)IN*

On retrouve P(Y = k).

Méthode 2 — Par les probabilités P(Y > j).

Pour 0 < j < b, (Y > j) = B, NN B; (événement certain si j = 0), donc, par les

probabilités composées comme a la question 2 :

Lb—it1l bl

Pv>i=ll—F—=g=5m

Pour 1 < k < b+ 1, I'événement (Y > k — 1) est la réunion disjointe de (Y = k) et de
(Y > k), donc P(Y = k) = P(Y > k—1) — P(Y > k).

e Pour 1 < k < b, cela donne directement la formule demandée.

e Pourk=>b+1,P(Y >b+1) =0 (question 1), donc
b! b!

Comparaison : la méthode 1 est une vérification algébrique; la méthode 2 explique

'origine de la différence (une probabilité d’événement de type Y = k s’obtient comme

différence de deux probabilités de queue) et prépare la question 5.

Conclusion

b!
(b— k) N*°

Question 4
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Ce qu'il faut établir : une identité sur des sommes finies (transformation d’Abel)

Méthode 1 — Décalage d’indice.

Par linéarité, puis avec le changement d’indice j = k — 1 dans la premiere somme

k=1 J=0 = j=0 j= k=1

Le terme j = 0 de

est nul, donc

et ces deux sommes se compensent :

M M-1
E k' Clk. 1 —ak E ak—MaM.
k=1 k=0

Méthode 2 — Récurrence sur M.

Fixons une suite de réels (a,,),-, et notons (M) I'égalité voulue.
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Initialisation : pour M = 1, le membre de gauche vaut a, — a; et celui de droite a; — a;.

Hérédité : supposons P (M) pour un M > 1. Alors :

M+1 M-1 M
Z k(a4 —ay) = Z ap,—May, + (M +1)(ay; —apq) = Zak — (M +Dapq,
k=1 k=0 k=0

ce qui est P(M + 1).

Comparaison : le décalage d’indice montre d’ot1 vient I'identité (analogue discret d'une

intégration par parties) ; la récurrence est une vérification stire quand la formule est

donnée.
Conclusion
M M-1
E kak 1—ak = E ak —MaM
k=1 k=0
Question 5

Ce qu'il faut établir : la valeur de E(Y") al’aide des questions 3 et 4.

Y est une variable aléatoire finie, donc F(Y) existe et

b+1
=> kP(Y =k).
k=1
b!
Posons, pour 0 < k<b, a, = ———. D’aprésla question3, P(Y =k)=a,_  —a
b
ourl <k<bet PY=b+1 = a,. En appliquant la question 4 avec
p - N be ppiq q
M=b>1
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b b—1 b
E(Y) = ;k(ak—l —ay) + (b+1)a, = ;ak —bay + (b + 1)a, = kz_;ak'

Conclusion

1

Vérification sur un exemple : poura = b =1, N = 2, Y vaut 1 ou 2 avec probabilité 3
3 1 3
chacune, donc  E(Y) = oY et la formule donne 1+ 3= 3

PARTIE II

Question 1
Ce qu'il faut établir: p,, , = P(X,, = 0), p,, , = P(X,, = n) etla somme des p,, ;.

Calcul de p,, o. Pour n = 0, py o = 1. Pour n > 1, (X,, = 0) = B; NN B,,. Tant que l'on
tire des boules blanches, la composition de l'urne est inchangée (a blanches, b noires),

a
donc P(B;|B,N--NB;,_;)= N les événements conditionnants étant de probabilité

i—1
(%) > 0 car a > 1. Par les probabilités composées :

formule encore valable pour n = 0.

Calcul de p,, ,,. Pourn > 1, (X,, =n) = B;N--N B, = (Y > n). D'apres le calcul de la
question 3 (méthode 2) de la partie I :
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e si0<n<b:

Tbh—i+1 b!
pnn =

! :.H N (b—n)I N"

(valeur 1 pourn =0);
e sin>b:p,, =0, conformément a la remarque de I'énoncé (n > b), puisqu’on ne
peut obtenir plus de b boules noires.

Somme. X, prend ses valeurs dans {0, 1, ...,n}, donc les événements (X, = k),

0 < k < n, forment un systeme complet d’événements, et :

S = 3 P, — ) 1
k=0 k=0
Conclusion
a\" b! . .
pn’0:<N> ; pn’n:mSlngbetPn,n:051n>b;

Questions suivantes de la partie II

Non corrigées : 1'énoncé de la partie II s’interrompt apreés la question 1 dans le document
fourni (le reste de la page 6 est illisible ou absent). Ces questions ne peuvent pas étre

transcrites ni corrigées sans le texte original.
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Relevé des adaptations

e Exercice 1, préambule : «"ensemble Sp(® , ) formé des valeurs de ® , » rectifié en
«formé des valeurs propres de ® 4 ». Justification : coquille du document original,

contredite par la notation et par la suite de 'exercice.

e Probléme, partie II : seules 'introduction et la question 1 figurent dans le document
fourni; la suite est signalée par un marqueur « PASSAGE A VERIFIER » dans le sujet
et n'est pas corrigée. Justification : texte absent, aucune hypothese ne peut étre

devinée.

e Aucune autre adaptation : toutes les autres questions sont conformes au programme
(la diagonalisabilité est obtenue par le théoreme spectral, le changement de variable
non affine est indiqué par I'énoncé, aucun nombre complexe, aucun code

informatique, aucun critere d’extremum).
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