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EXERCICE 1

1.1. Convergence de (u,,),,cn-
Question 1.1.1

On établit la stricte positivité par récurrence, puis la monotonie par 1'étude du signe de

Upt1 — Up-
Pour n € N, notons P(n) la propriété : «u,, > 0».
Initialisation : vy, = a > 0 car a € R, donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N tel que u,, > 0. Alors u2 > 0, donc u,,,; = u,, +u2 > 0 comme

somme de deux réels strictement positifs. Ainsi P(n + 1) est vraie.
Par récurrence, u,, > 0 pour tout n € N.

Pour tout n € N, u,,,; —u,, = u2 > 0 puisque u,, # 0.

Conclusion

la suite (u,,),,c) est strictement positive et strictement croissante, donc monotone.

Question 1.1.2

Il s’agit de montrer que u,, — +o00. Deux approches classiques sont possibles.

Méthode 1 — Limite monotone et raisonnement par 1’absurde.

La suite (u,,) est croissante. D’apres le théoréme de la limite monotone, soit elle est

majorée et converge vers un réel /, soit elle n’est pas majorée et tend vers +oo.

Supposons que (u,,) converge vers un réel /. Comme (u,,) est croissante, u,, > u, = a

pour tout n, donc par passage a la limite dans une inégalité large, £ > a > 0.

Par ailleurs u,,,.; — ¢ et, par opérations sur les limites, u,, + u2 — ¢ + (2. L'unicité de la
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limite dans 1'égalité u,, ., = u,, + u2 donne ¢ = ¢ + (2, soit ¢* = 0, donc ¢ = 0, ce qui

contredit ¢ > a > 0.

Ainsi (u,,) n'est pas majorée et, étant croissante, elle tend vers +oo.

Méthode 2 — Minoration explicite.

Pour tout k € N, u;, > a > 0 (croissance), donc uj > a? et uy, — uy, > a?.

Pour n > 1, en sommant ces inégalités pour £ allant de 0 a n — 1 (somme télescopique) :

n—1

=ty = 3 (g1 — ) >
k=0

2

donc u,, > a + na?, inégalité encore vraie pour n = 0. Comme a® > 0, a + na® — +oo, et

par comparaison u,, — +o00.

Comparaison des deux méthodes : la méthode 1 est le schéma général «suite monotone
+ équation du point fixe sans solution admissible » ; la méthode 2 est plus élémentaire et

fournit en plus une minoration quantitative de la vitesse de divergence.

Conclusion

la suite (u,,),,c diverge vers +oo.

1.2. Comportement asymptotique de (u,,),,cy-
Comme u,, > 0 pour tout n (question 1.1.1), Inu,, et donc v,, sont bien définis.
Question 1.2.1

On calcule la différence en mettant les deux termes au méme dénominateur, puis on

utilise la monotonie de (u,,).
Pour toutn € N :
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Inu,,, 2knu 1 1 Uy
Unt+1 = Un = 271:":1 - 2n+1n = gnil (Inu,,q —In(uy)) = on+1 In < 22
n
Upiq Uy, + U2 1
Or - t—— = — + 1. Dot

Un

1 1
vn-i—l — U, = 2n+1 In (1 + _>

Soient maintenant p,n € N. En appliquant cette égalité au rang n + p :

-)
un-l—p

) > 0; comme

Untp+1 =~ Untp = on+p+1 In (1 +

Minoration : u,,,,, > 0donc 1+ >1let In (1 +

u u

n+p n+p
W > 0, on obtient Vntpt+1 — Unip > 0.
o . . . 1 1 ,
Majoration : la suite (u,,) étant croissante, u,, ., > u,, > 0,donc 0 < < —, puis,
Upip Uy

1
par croissance de In sur |0, +00[, In (1 + ) <In (1 + —) En multipliant par

n+p Uy,
1 .
grrprt > U
1 1
O<’l)n+p+1—'l)n+pgwln 1+u_
n
Conclusion

les deux résultats demandés sont établis pour tous p, n € N.

Question 1.2.2

On somme 'encadrement précédent pour p allant de 0 a k, ce qui fait apparaitre une

somme télescopique et une somme géométrique.
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Soient k,n € N. Par télescopage :

k
Uptk+1 — Up = (vn-i-p—i-l - Un+p)
p=0

Chaque terme est strictement positif d’aprés 1.2.1, donc la somme, qui en comporte au

moins un, est strictement positive.

En sommant les majorations de 1.2.1 :

1)<~ 1
Untkt1 ~ Vn S 10 (1 T u_> Z on+p+1

n/ p=0
Acr . 1
La somme géométrique de raison 3 # 1 vaut:
1\ B+
k L= (=
1 1 <2> 1 1 1
22n+p+1:2n+1' 1 on 1_W <2_n
p=0 1— 5

Comme In (1 T —) > 0, la multiplication conserve 1'inégalité.

Un

Conclusion

1 1
pourtousk,n € N, 0<wv,, 4.1 —7, < 2—nln <1+—>.

Un,

Question 1.2.3
On utilise 1.2.2 avec n = 0 pour majorer, puis le théoréeme de la limite monotone.

Pour tout k € N,avecn =0etuy =a, vy =Ina:
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a—+1
a

1
vk+1<v0+ln<1+a>:lna+ln< )zln(a—i-l)

De plus vy = Ina < In(a + 1). Ainsi, pour tout m € N, v, <In(1 + a) : la suite (v,,) est
majorée.

D’aprés 1.2.1, v, ; — v,, > 0 pour tout n : la suite (v,,) est strictement croissante.

Le théoréme de la limite monotone s’applique (suite croissante et majorée).

Conclusion

(v,,)nen €St majorée et converge vers une limite réelle notée o (avec o < In(1 + a)).

Question 1.2.4

On compare d’abord v,, a sa limite, puis on passe a la limite k¥ — +oo dans

I’encadrement de 1.2.2, n étant fixé.

Premiére inégalité. Soit n € N. La suite (v,,,) étant croissante, pour tout £ € Non a

n

v,, < v, en faisant tendre £ vers +oo (passage a la limite dans une inégalité large),

n

Inw ) )
v, < a. Ainsi o < o, soit Inu,, < 2™, et par croissance de 1’exponentielle :

n

VneN, wu, <exp(a2™)

Seconde inégalité. Fixons n € N. Pour tout k € N :

Le membre de droite ne dépend pas de k, et v,, ;. — o lorsque k — +o0. Par passage a

la limite dans 1'inégalité large :
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En multipliant par 2" > 0 et en utilisant 2"v,, = Inw,, :

u, +1
u

a2” <lnun+ln< ) = In(u,, + 1)

n

d’ou, par croissance de 1’exponentielle :

VneN, exp(a2™) <u,+1

Equivalent. Pour tout n, u,, < exp(a2™) < u,, + 1, et en divisant par u,, > 0:

1
Comme u,, — +00 (question 1.1.2), 14 — — 1; par le théoreme d’encadrement,

exp(a2™)
u

— 1.

n

Conclusion

2003

u, ~ exp(a2”).

n n—-+0oo

Question 1.2.5

On utilise 'encadrement de 1.2.4, puis on exprime f3,,,; a l'aide de u,,.; = u,, + u? et de

exp(a2"t1) = (exp(a2m))’.

Caractere borné : d’apres 1.2.4, pour tout n, 0 < exp(a2™) —u,, < 1, donc §,, € [0, 1].

suite (53,,) est bornée.
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Relation : notons E,, = exp(a2™) > 0, de sorte que u,, = E,, — [3,, et
E, ., =exp(2a2") = E2. Alors :

ﬂn—i—l = E?L_un+1 = EEL—U”—’UJ% = E12L_ (En_6n> - (En_ﬁn)2

En développant (E, — 3,,)? = E2 —2E,3, + B2 :

6n+1 = _En + Bn + 2Enﬁn - 5727, = En(26n - 1) + Bn - Br%

donc 8,,,1 + 82 — B, = E, (28, — 1). En multipliant par Ei = exp(—a2"):

n

zﬁn —1= (ﬂn—&-l + 5727, - Bn) exp(—a2")

Conclusion

(B,,) est bornée (a valeurs dans [0, 1]) et vérifie la relation demandée.

Question 1.2.6
1
On montre que f,, — 5 en majorant le membre de droite de la relation de 1.2.5.

Pour tout n, f,,,, € [0,1] et B, € [0,1] donc 5% — 3,, = B,,(B,, — 1) € [—1,0]. Par inégalité

triangulaire, |8, ., + 82 — 8,| < 2.

Par ailleurs exp(a2™) > u,, — +00, donc exp(a2™) — +o00 et exp(—a2™) — 0. Ainsi :

128, — 1] < 2exp(—a2™) — 0

n—+o0o

1
donc 3, — 3 cest-a-dire 3, = = + o(1).
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1
Enfin  u, =exp(a2”) — 3, = exp(a2”) — 3 + 0o(1) (J'opposé d’une suite tendant vers

0 tend vers 0).

Conclusion

w, = —=+exp(a2")+o(l).

n—-+oo 2

EXERCICE 2

Question 2.1
On travaille directement sur les coefficients.

Linéarité : pour A = (a;;), B = (b;;) dans M ,,(R) et A € R, le coefficient diagonal d’indice

i de AMA + Best A\a,; + b;;, donc:

Tr(AA+ B) = (Aay; +b;;) = A Tr(A) + Tr(B)
=1

Ainsi Tr est une application linéaire de 7, (R) dans R.

Trace d"un produit : par définition du produit matriciel,

(AB);; = Z @ik
k=1

et

n

(BA)y, = Z briip,-

7=1

Donc :

n

Tr(AB)

Qb = i i b;a;, = Tr(BA)
k=1 i=1

n
i=1 k=1
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I’échange des deux sommes finies étant licite.

Conclusion

Tr est linéaire et Tr(AB) = Tr(BA) pour toutes A, B € M, (R).

Question 2.2
On exhibe un antécédent de tout réel, puis on applique le théoreme du rang.

. . x . . P .z
Soit z € R. La matrice —1I,, a tous ses coefficients diagonaux égauxa —, donc
n n

Tr (EIn) —n- 2 = 2. Ainsi Tr est surjective et Im(Tr) = R, de dimension 1.
n n

M,,(R) est de dimension finie n?; le théoréme du rang donne :

dim Ker(Tr) = dim M ,,(R) — dim Im(Tr) = n? — 1

Conclusion

Tr est surjective et son noyau est de dimension n? —1 (c’est un hyperplan de 7, (R),

noyau d’une forme linéaire non nulle).

Question 2.3
On exprime ¢ a I'aide des coefficients, puis on vérifie les axiomes du produit scalaire.

Expression : pour A = (a,;) et B = (b;;), le coefficient (i, k) de * A est a;,;, donc

et:
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Symétrie : cette expression est symétrique en A et B, donc ¢(A, B) = ¢(B, A).

Bilinéarité : pour B fixée, I'application

A (A, B) Za,ﬁbm

est linéaire (combinaison linéaire des coefficients de A). Par symétrie, ¢ est aussi linéaire

par rapport a la seconde variable.

Positivité :

Caractere défini : si (A, A) = 0, c’est une somme de réels positifs nulle, donc tous ses

termes sont nuls : a;; = 0 pour tous ¢, k, soit A = 0.

Conclusion

¢ est un produit scalaire sur M, (R) et sa norme associée vérifie

|AJ? = ZZ%

=1 j=

Question 2.4

L'inégalité est une inégalité de Cauchy-Schwarz; on peut I’appliquer dans M, (R) ou

dans R™.

Méthode 1 — Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire ¢.

Pour A € M, (R), comme ‘I, =1, :

11/39



@1 Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2003

o(I,,A) =Tr(*1,A) = Tr(A)

L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire ¢ (question 2.3) donne
lo(L,,, A)| < |L,| |A]. Or, d’apres 2.3, ||1,,]| est la somme des carrés des coefficients de I,,,
soit n, donc || = v/n.

Méthode 2 — Cauchy-Schwarz dans R".

Avec le produit scalaire canonique de R" appliqué aux vecteurs (1, ...,1) et (a;q, ..., a,,,) :

n n n
EEOTE SR ) SIS SRR O
=1 =1 =1 =1
Comme
n n n
Zazzi < a?j = ||A||2
i=1 i=1 j=1

(on ajoute des termes positifs), et par croissance de la racine carrée, | Tr(A)| < /n || 4].

Comparaison : la méthode 1 exploite la structure euclidienne construite en 2.3 et montre
que la trace est le produit scalaire avec I, ; elle donne aussi le cas d’égalité (A colinéaire
a I,,). La méthode 2 ramene tout aux coefficients et n"utilise que 1'inégalité de

Cauchy-Schwarz usuelle.
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Conclusion

VA e M,(R), | Tr(A)] < vn|Al.

Question 2.5
Il faut montrer que §,,(R) et A, (R) sont orthogonaux et que leur somme est M, (R).

Ce sont des sous-espaces vectoriels : ils contiennent la matrice nulle et, la transposition

étant linéaire, ils sont stables par combinaison linéaire.

t _t
Somme égale a M ,,(R) : pour A € M ,(R), onpose S = A—g A et T = A 5 A.
tA—A
Comme’(*A) = A,ona’S=Set 'T= oEa —T,donc S € 8,(R), T € A,(R) et

A=S5+T.

Orthogonalité : soient S € S, (R) etT € A, (R).

Méthode 1 — Propriétés de la trace.

©(S,T) =Tr(*ST) = Tr(ST). Une matrice et sa transposée ont la méme diagonale, donc

la méme trace :

Tr(ST) = Tr(*(ST)) = Tr(*T'*S) = Tr(=T'S) = — Tr(TS).

D’apres 2.1, Tr(T'S) = Tr(ST), donc Tr(ST) = —Tr(ST), d’ott p(S,T) = 0.

Méthode 2 — Calcul sur les coefficients.
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D’apres 2.3,
n n
90(57 T) = Z Sijtzj
i=1 j=1
En échangeant les noms des indices i et j, puis en utilisant s,;; = s,; et t;, = —t,;:
n n n n
90<57T) = Z sztjz = Sth'LJ = 90(57 T)
=1 j=1 =1 j=1

donc ¢(S,T) = 0.

Comparaison : la méthode 1 est intrinseque (elle n’utilise que les propriétés de la trace) ;
la méthode 2 est un calcul direct, utile lorsqu’on dispose d"une expression explicite du

produit scalaire.

Somme directe :si A € §,(R) N A4, (R), alors A est orthogonale a elle-méme :
|A|I? = ¢(A, A) = 0, donc A = 0.

Conclusion

M, (R) =8,R) & A,(R) avec §,,(R) L A, (R) : ce sont des sous-espaces supplé-
R

n(R) (R)* et ces deux espaces ont la
méme dimension n? — dim §,,(R), donc 4,,(R)

mentaires orthogonaux. En particulier A R
(R)*.

cs,
Sn

Question 2.6

Pour M = (m;;) € §,(R), la question 2.3 donne

Z(aij - mij)2 =|A— ]\4”2 E

n
i=1 j=1

il s’agit de minimiser la distance de Aa §,,(R).
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Méthode 1 — Projection orthogonale et théoréme de Pythagore.

t ot
AJ; Aes ®et T=2A"4

2.5); S est le projeté orthogonal de A sur S, (R).

Ecrivons A = S+ T avec S = € A,(R) (question

Pour M € §,(R),A—M =T+ (S—M)avecT € A,(R)etS—M € 8, (R), qui sont

orthogonales d’apres 2.5. Le théoréme de Pythagore donne :

|A— M| =|T*+ |5 — M|* > |T|?

avec égalité si et seulement si |S — M| = 0, c’est-a-dire M = S, qui appartient bien a

$,,(R). Le minimum existe dong, il est atteint uniquement en M = S et vaut:

© @ N
T =303 (25) =5

i=1 j=1 i=1 j=1

Méthode 2 — Minimisation coefficient par coefficient.

Pour M € §,(R), on regroupe dans la somme les termes d’indices (i, j) et (j,7) pour

1 < j, en utilisant My =My,

Pour des réels a, b, z, en développant :

(a—x)2+(b—x)2:2<x
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a+b : L
avec égalité si et seulementsi z = — Les coefficients m;; (1 <i < n)etm,; (i < j)
peuvent étre choisis indépendamment, ils déterminent M symétrique. On a donc, pour
tout M € §,(R) :

n n 2
25 (aij - aji)
(aij - mij) = E — 9
i=1 j=1 1<i<j<n
avec égalité pour m,; = a..et m..=m, = M Enfin, les termes diagonaux de
g p i — Qg ij — My = 5 , g

Z(aij - aji)z

i?j

sont nuls et chaque paire {i, j} avec i # j y apparait deux fois, donc

Comparaison : la méthode 1 est celle qu’appelle «En déduire » et illustre la

Mathématiques — 2003

caractérisation de la projection orthogonale par minimisation de la distance; la méthode

" s . . . A+1tA
2 est entiérement élémentaire et retrouve le méme minimiseur M = 5 .

Conclusion

A+tA

le minimum existe, il est atteint pour M = et vaut
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PROBLEME 3

Notations : ¢ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et

1 z?
¢ T ——exp (—7> sa densité, continue sur R; ® est de classe C'! sur R avec

V2r
O’ = ¢, et &(—t) = 1 — O(¢) pour tout réel ¢ (parité de ¢).

Lemme préliminaire (utilisé en 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4). Soient b > 0 et v > 0. Si Z suit la loi
v(v), alors bZ suit la loi gamma de parametres (b, v); réciproquement, si X suit la loi

gamma de parametres (b, v), alors 7 suit la loi y(v).

Preuve. Si Z admet une densité f, et b > 0, la transformation affine bZ admet pour

densité z +— %fz (%) Pour Z de loiy(v) etz > 0:
v—1
et (5 o0 () - e on (5) -t

et cette densité est nulle pour x < 0: bZ suit la loi gamma de parametres (b, v) (ce qui

montre au passage que f, , est bien une densité). De méme, si X a pour densité f, , "

1
a pour densité x — b f, ,(bx), qui vaut mx”*l exp(—zx) pour = > 0 et 0 sinon. Les lois

étant caractérisées par leurs fonctions de répartition, donc par une densité, le lemme est
établi.

3.1.

Question 3.1.1

On calcule P(X? < z) en distinguant le signe de .

Siz < 0:1'événement [X? < ] est impossible, donc Fy (z) =0.

Siz=0:[X? <0] =X, = 0], de probabilité nulle car X, est a densité; Fy. (0) =0.

Siz>0: [X?<7z]=[-Vr <X, <V7], donc, X, étant a densité :
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Conclusion

Fy () =0siz < Oet Fy (z) =20(\/z) — 1siz > 0.

Question 3.1.2
On montre que Y; est a densité en dérivant Fy. , puis on identifie cette densité.

Régularité : Iy, est nulle donc de classe C Lsur | — o0, 0[; sur |0, +oc], elle est de classe
C' par composition (z — /z est C! sur |0, +oo[ et ® est C! sur R). En 0 :

. 1 5
:}gﬁh Fy (z) =20(0)—1=2- 5 1 =0= Fy, (0), et Fy, estnulle a gauche, donc Fy, est
continue sur R. Ainsi Y] est une variable a densité et une densité est donnée par
[() = Fy, (2) pour & # 0, f(0) = 0.

Calcul : pour z > 0,

1
1 1 1 x 1 == T
fl@)=2- 5= 6(Va) = 7= o—exp (5 ) = =2 2exp ()
et f(z) =0 pourz < 0.
Identification : avec T (%) =/, pour z >0,
1 ! 1 L
-= T —= T
f2,1(x) 1 lx exp( 2) _27T:c exp< 2> f(x)
2 r <§> 922

et les deux fonctions sont nulles sur | — oo, 0].

Conclusion

1
Y, suit la loi gamma de parametres <2, 5) ; de fagon équivalente (lemme prélimi-

Y 1
naire), ?1 suitlaloi ~ <§>

Question 3.1.3
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On se ramene aux lois v(v) du programme, pour lesquelles on dispose de la stabilité par

somme de variables indépendantes.

Pour k € {1,...,n}, X, suitla loi NV (0,1), donc, d’apres 3.1.2 appliquée a X, (quiala

méme loi que X), X7 suit la loi gamma de parametres (2, 5) , et d’apres le lemme

e X2 _ 1
préliminaire > suitlaloi ~ <§>

X
Les variables X, ..., X, étant mutuellement indépendantes, les variables CRREE

fonctions respectivement de X, ..., X,,, sont mutuellement indépendantes.

Montrons par récurrence sur j € {1,...,n} que

J 2
Xk
Bi=2.5

suit laloi ~ 1) . Pour j =1 c’est ce qui précede. Si R, suitlaloi ~ 1) avec j<n,
2 q p ] 2

X2
alors R;, fonction de (Xj, ..., X;), est indépendante de JTH par le lemme des

coalitions, et la stabilité par somme des lois gamma indépendantes de méme taux donne
+1 . . J J+
que R, ,=R;+ j2 suit la loi 7<§+§> =7<T>.

Y,
Ainsi 7” = R, suitlaloi -~ (g), et par le lemme préliminaire avecb = 2,Y, = 2R,

suit la loi gamma de parameétres (2, g)

Conclusion

Y,, suit la loi gamma de parameétres (2, g)

Question 3.1.4

Méthode 1 — Par la loi gamma.
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Y,
D’apres 3.1.3, 7" suitlaloi ~ <g) Une variable de loi () admet une espérance et
Y,

n n

Y,
une variance, toutes deux égales a v. Donc  F (7) =V (7) = g Par linéarité de
'espérance et V(cZ) = *V(Z) :

Méthode 2 — Par les moments de la loi normale.

X}, admet des moments de tous ordres (densité ¢ et zPp(x) =

0
croissances comparées). Par Koenig-Huygens, F(X?) = V(X,) + E(X,)? =

Calcul de E(X}) : pour A > 0, intégrons par parties sur le segment [0, A] avec u(z) = z°,

v(x) = —¢(z), fonctions de classe C!, v/ (z) = z¢(z) :

A A A
zip(z) dx = 23 zo(x)dr = [—z30(x 4 22o(x)dr = —A3p(A
| #e@dr= [ - zo@ydn = a0y +3 [ aota) o)

A
+3/ r?P(x) dx
0

Lorsque A — 400, A3¢(A) — 0 (croissances comparées) et

A +o00
1 1
/ r2¢(x) dz — §E(X,3) =5 (parité). Donc / rié(x)dz = g, et par parité et
0 0

théoréme de transfert E(X}{) = 3.

Ainsi V(X?) = BE(X}) — E(X?)? = 3 — 1 = 2. Par linéarité,

E(Y,) =) EX})=mn;
k=1
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les X7 étant indépendantes, leurs covariances deux a deux sont nulles et

Comparaison : la méthode 1 utilise le résultat de 3.1.3 et les moments connus des lois
gamma; la méthode 2 est indépendante de 3.1.3 et repose sur le calcul des moments de

la loi normale et la variance d"une somme de variables indépendantes.

Conclusion

EY,)=netV(Y,)=2n.

Question 3.1.5
On applique le théoréme de la bijection a G,, restreinte a |0, +oo.

D’apres 3.1.3, Y,, a pour densité f n,nulle sur | — oo, 0] et continue strictement
2,5
t
positive sur |0, +-o0[. Ainsi G,,(t) = 0 pour t < Oet, pourt >0, G,(t) = / f n(z)de.
0 25
2

t
Sur |0, +oo| : fixons t, > 0; pourt >0, G, (t) =G, () +/ f n(z)dz, et f nest
O '3
continue sur |0, +o0o[, donc par le théoréme fondamental du calcul intégral G, est

dérivable sur |0, +oo[ de dérivée f n > 0. G,, est donc continue et strictement
2,—
2
croissante sur |0, +00].

Limites : 11%1+ G, (t) = G,,(0) = 0 (une fonction de répartition d’une variable a densité
t—

: : 1
est continue) et tEeroo G, (1)

D’apres le théoreme de la bijection, G,, réalise une bijection de |0, +oo] sur ]0, 1[. Pour
B €]0, 1], il existe donc un unique ¢ > 0 tel que G,,(t) = 8. Aucun ¢t < 0 ne convient
puisque G,,(t) = 0 # .
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Conclusion

pour tout 3 €]0, 1[, il existe un unique réel  tel que G, (t) = j; ce réel x3(n) est stric-
tement positif, et 3 - X%(n) est strictement croissante (réciproque d'une bijection

strictement croissante).

Préambule de la suite du probleme

Pour tout i, X; suit la loi NV (m, 02) : elle admet une espérance m, une variance 02 >0, et
des moments de tous ordres. Les estimateurs considérés sont des fonctions de

(X1, ..., X,,) ne dépendant pas du parametre estimé.

3.2. Estimation ponctuelle de 2.

Question 3.2.1

On calcule I'espérance et la variance de F,,, puis on applique 'inégalité de

Bienaymé-Tchebychev.
F,, est une fonction de (X7, ..., X,,) qui ne dépend pas de m : c’est un estimateur de m.

Sans biais : par linéarité,

3|’—‘
NE
Dj

nm=1m

pour toutn > 1.

Variance : les X; étant indépendantes, leurs covariances deux a deux sont nulles, donc :

1 &
n :_QZ

Convergence : soit € > 0. F}, admet une variance; I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

donne :
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0K P(IF,—ml>e)=P(F,—B(F,)| >e) < —5 = — — 0

donc P(|F,, — m| > ¢) — 0 par encadrement.

Conclusion

(F,,),>1 est un estimateur sans biais et convergent de m (c’est aussi la loi faible des

grands nombres).

Question 3.2.2.a

On développe le carré, puis on applique la premiére formule aux variables translatées
X 7 — m.

Premiére égalité. Comme

> X, =nF,
=1
1 : 2 2 s 2 1 < 2 1 : 2 2
V,==> (X}-2F,X,+F2)=-) X}-2F,- =Y X,+F}=-) X?-F?
w =1 =1 w 2=1 L i=1

ce qui est la formule demandée puisque

F,=

SRS

S
=1

Seconde égalité. Posons X, = X, —m. La moyenne des X est

23/39



@ Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2003

et X] — (F,, —m) = X, — F,,. La premiere égalité, qui est une identité algébrique valable

pour tous réels, appliquée aux X, donne :

Conclusion

les deux expressions de V,, sont établies.

Question 3.2.2.b
On prend l'espérance dans la seconde expression de V.

Existence : (X; —m)? et (F,, — m)? admettent une espérance car X; et F,, admettent un

moment d’ordre 2; par linéarité, V,, admet une espérance.

Pour tout i, E ((X; — m)?) = V(X,) = 02 Comme E(F,) = m,
2

E((F,—m)?) =V(F,) = — (question 3.2.1). Par linéarité :

n

E(V,) :%-naz—%2 - ";10—2
Conclusion
E(V,)=" - Lo
Question 3.2.2.c

On corrige le biais par un facteur multiplicatif.
Pourn =1,V = 0et E(V;) = 0 # 0?; on considére donc n > 2 et 'on pose :
n 1

S: V:
n n_l’l’b

X, —F)?
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S, est une fonction de (X}, ..., X,,) ne dépendant pas de o et, par linéarité,
n n-—1

E(S,) = : 2 = o2 pour tout n > 2.

Conclusion

(S} ) =2, avec

1 n
S, = g X, —F,)?

est un estimateur sans biais de o2 (c’est I’estimateur S,, utilisé en 3.4).

3.3. Estimation par intervalle de confiance de o2, m étant connue.
Question 3.3.1

On centre et réduit les X; pour se ramener a la question 3.1.3.

X.—m
L . Par transformation affine d’une variable

Pouri € {1,...,n}, posons Z, =
g

normale, Z; suit la loi NV (0, 1). Les Z;, fonctions respectivement des X, mutuellement

indépendantes, sont mutuellement indépendantes. Alors :

et la question 3.1.3 s’applique : U,, suit la loi gamma de parameétres (2, g)

Conclusion

U, suit la loi du Chi-deux a n degrés de liberté, et sa fonction de répartition est G,,.

Question 3.3.2

On traduit chaque inégalité a 'aide de la relation n7},, = o*U,,, puis on calcule la

probabilité avec G,.
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Notons c¢; = x4 (n)et ¢y =x? ( (n), bien définis car % et 1— % appartiennent a
g
10,1[; d’apres 3.1.5, ¢; > 0 et ¢, > 0. De plus % <1l-— % (car a < 1), donc ¢; < ¢,

po| O

Par définition,

=1
Comme ¢y > 0:
nT
—2 < 0? < nT, <o’%cy & 0°U, < o%cy <= U, <c
2
(car 02 > 0).
Comme c; > 0:
2 1T, <nT 2. < 52 <
0°< — <= oy <nl,, &< o0°c; <oV, < ¢, <U,.

Ces équivalences étant vraies pour toute issue, les deux événements sont égaux.

Probabilité : U,, a pour fonction de répartition GG,, (question 3.3.1) et est a densité, donc
P(Unzcl) :OetI

Conclusion
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les deux événements sont égaux et

on obtient un intervalle de confiance de o2 au niveau de confiance 1 — «.

3.4. Estimation par intervalle de confiance de o2, m étant inconnue.

Dans toute cette partie, n > 2, R" est muni de son produit scalaire canonique, et 'on
identifie un vecteur de R™ a la colonne de ses coordonnées dans la base canonique, qui

est orthonormale; ainsi (X, X’) = ' X X".

On note J la matrice de M, (R) dont tous les coefficients valent 1. Par définition de A,
A=nl,—J.

Question 3.4.1.a

La matrice A est réelle et symétrique (a,;; = a;; = —1 pour i # j). D’aprés le théoreme
spectral (résultat du programme admis), toute matrice symétrique réelle est

diagonalisable, avec une matrice de passage orthogonale.

Conclusion

A est diagonalisable.

Question 3.4.1.b

Le coefficient d'indice 7 de AB est la somme des coefficients de la ligne i de A :

Donc AB=0=0-Bavec B # 0.
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Conclusion

0 est valeur propre de A et B est un vecteur propre associé.

Question 3.4.1.c

La matrice de ¢ — n Idg. dans la base canonique est A — nl,, = —J. Toutes les colonnes
de —J sont égales a —B # 0, donc I'espace engendré par les colonnes est Vect(B), de

dimension 1. Le rang de ¢ — n Idy. est le rang de sa matrice.

Conclusion

dimIm(y —nIdg.) =1, et Im(p — n Idg.) est la droite engendrée par le vecteur de

coordonnées B.

Question 3.4.1.d

On applique le théoreme du rang, puis le fait que des sous-espaces propres associés a

des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
Théoreme du rang : dim Ker(¢ — n Idgn) =n — 1.

Commen > 2,n—1 > 1:cenoyau n’est pas réduit a {0}, donc n est valeur propre de 4,
de sous-espace propre E,, = Ker(A —nl,) de dimension n — 1. Explicitement,

X €eE, < —JX =0;chaque ligne de JX vaut

donc:

D’apres 3.4.1.b, 0 est valeur propre et Vect(B) C E, = Ker(A), donc dim E, > 1.

Les valeurs propres 0 et n sont distinctes (n > 2). Les sous-espaces propres associés a
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des valeurs propres distinctes sont en somme directe; si A, ..., A, sont les valeurs

propres distinctes de A, on a donc

T
) dimE, <n.
k=1

Comme dim F,, + dim E; > (n — 1) + 1 = n, on obtient dim £, = 1 et aucune autre

valeur propre ne peut exister (son sous-espace propre serait de dimension au moins 1).

Conclusion

dimKer(p —nIdg.) =n —1; le spectre de A est {0,n}, avec E, = Vect(B) et

(hyperplan de dimension n — 1).

Question 3.4.1.e

Méthode 1 — Lecture directe de ’équation aux éléments propres.

W vecteur propre associé a n signifie AW = nW, soit (A —nl,)W = —JW =0. La

premiere ligne de —JW est

donc
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Méthode 2 — Orthogonalité des sous-espaces propres d’une matrice symétrique.

A est symétrique réelle, donc I'endomorphisme ¢ est symétrique pour le produit
scalaire canonique (sa matrice dans la base orthonormale canonique est symétrique) ;
ses sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Ainsi W € E, et B € E, vérifient

Comparaison : la méthode 1 utilise la forme explicite de A; la méthode 2 n’utilise que la

symétrie de A et le fait que B dirige E,), et se généralise a toute matrice symétrique.

Conclusion

Question 3.4.1.f

On construit une base orthonormale de vecteurs propres en concaténant une base

B
orthonormale de F, et le vecteur normé —.

vn
E,, muni de la restriction du produit scalaire canonique, est un espace euclidien de
dimension n — 1 > 1: il admet une base orthonormale (W, ..., W,
1
W, = —=B;comme ‘BB =n, |W,| = 1.
Vvn
D’aprés 3.4.1.e, pour i < n— 1, (W,, B) = 0, donc (W;, W,,) = 0. La famille (W, ..., W)

est orthonormale, donc libre; elle comporte n vecteurs de R”, c’est donc une base

_1). Posons

orthonormale de R" formée de vecteurs propres de A.

Soit P la matrice dont les colonnes sont W7, ..., W, . Le coefficient (i, j) de * PP est
‘W,W; = (W,,W,), qui vaut 1 sii = jet 0 sinon: ‘PP = I,,. Ainsi P est inversible et
pl=1p
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Comme AW, =nW,; pouri <n—1let AW, =0,ona AP = PD avec:

D = diag(n, ..., n,0)

(n — 1 coefficients égaux a n, puis 0), d’ott P~*AP = D. La derniére colonne de P est

—=B, proportionnelle a B.
n

NG

Conclusion

il existe P inversible, de derniére colonne proportionnelle a B, telle que ‘P = P!
et P"'AP = D = diag(n, ..., n,0).

Remarque : pour toute matrice P satisfaisant ces conditions, les n — 1 premieres
colonnes sont des vecteurs propres associés a n et la derniére, de norme 1 (voir 3.4.1.g),

1
vaut + % B.
Question 3.4.1.g

Les coefficients de * P sont p,; = coefficient (j, i) de P :laligne i de * P est formée des

coordonnées de la colonne i de P, notée W,.

Pouri € {1,...,n — 1} : larelation AP = PD donne AW, = nW, avec W; # 0 (P

inversible), donc W, est un vecteur propre associé a n, et d’apres 3.4.1.e:

n
Z Pij = 0
j=1

Pouri € {1,...,n}: "PP = I, donne, pour le coefficient diagonal (i, ), ‘W, W, = 1, soit :
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Conclusion

les deux familles d’égalités sont établies.

Question 3.4.2.a
On effectue le changement de variable X = PY’, puis on calcule directement ‘X AX.

Premiére égalité. Comme P! =P,ona P'P =I,,donc PY = P'PX = X. Alors, avec
HPY) =Y 'P:

1 1 1 1
g(X) = ~tXAX = —tY (*PAP)Y = ~'Y(P~'AP)Y = ~ 'Y DY
n n n -

Seconde égalité. Notons

R B

J=1

Méthode 1 — Calcul direct avec A =nl, — J.

J X est la colonne dont tous les coefficients valent

n
E T; =N,

J=1

donc JX =nzBet 'XJX =nztXB=nz- -nz=n?z2 Dou:

1
¢(X) == (n'XX—'XJX)=> a?—nz’

n
[ 1=1

Par ailleurs, en développant :
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n n

n n
(:L'Z-—f)2=§ :L'?—Q:EE T; +nz? = E z? — ni?
=1 ] =1 =1

=1

(3

Méthode 2 — A partir de I’écriture 'Y DY,

Notons Y = (yy, ..., y,). Comme D = diag(n, ..., n,0),

n—1
YDY =n) y2=n(YY —y2).
=1

'YY ='XP!'PX ='XX =) 22,
i=1

et y,, est le produit de la derniére ligne de * P, c’est-a-dire de la transposée de la derniére

1
colonne +——Bde P, par X :
n

vn

Ainsi :

Comparaison : la méthode 1 repose sur la structure simple A = nl,, — J;la méthode 2
exploite le fait que P conserve la norme et que sa derniére colonne est dirigée par B, ce

qui éclaire la géométrie : ¢(X) est le carré de la distance de X a la droite Vect(B).
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Conclusion
2
n 1 n
_
q(X) YDY => (x —= Z:cj>

=1 7j=1

Question 3.4.2.b

AvecY = (yy,...,y,) ='PX,ona

n
Yi = sz'j%'
=1

par définition du produit matriciel et des p;;. Comme D = diag(n, ..., n,0) :

Y DY = Tinyz +0-yp = fy?
i=1 i=1
donc
n—1
q(X) = ﬁtYDY = ;yl
Conclusion

Question 3.4.3.a

On utilise la stabilité de la loi normale par multiplication par un réel non nul et par
somme de variables indépendantes, puis la linéarité de 1’espérance et la variance d"une

somme de variables indépendantes.
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Soiti € {1,...,n—1}et K; ={j : p;; # 0}. D’apres 34.1.g,

> =1,
J
donc K; # 0, et
Y= »;X;
JeK;
Pour j € K, p;; X suit une loi normale (rappel du préambule, p;; # 0). Ces variables,
fonctions respectivement des X; mutuellement indépendantes, sont mutuellement
indépendantes. Par récurrence sur le nombre de termes, en utilisant le lemme des

coalitions (une somme partielle est indépendante du terme suivant) et la stabilité par

somme des lois normales indépendantes, Y, suit une loi normale.

Espérance : par linéarité et d’apres 3.4.1.g,

EY;) = ZpijE<Xj) = mzpij =0
j=1 j=1

Variance : les X ; étant indépendantes, leurs covariances deux a deux sont nulles, donc

Conclusion

Y; suit la loi NV (0, 0?); en particulier E(Y;) = 0et V(Y;) = o2

Question 3.4.3.b
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X

Pour toute issue, appliquons les résultats de 3.4.2 a la colonne X = | : | des valeurs

prises par les X ;. Comme

la question 3.4.2.a donne

et la question 3.4.2.b donne

n—1 n 2 n—1
q(X) = ( pinj) = ZYE
i=1 \ j=1 i—1
Conclusion
U =— X —M) == Y2
n 0_2 ;( 7 n) 0_2 < 7
Question 3.4.3.c

On se rameéne a la question 3.1.3 avec n — 1 variables.

Pouri € {1,...,n — 1}, Y, suit la loi NV (0, 0%) (question 3.4.3.a), donc par transformation

affine —* suit la loi NV (0, 1). Les Y; étant (par hypothése admise) mutuellement
g

Y,
indépendantes, les —, fonctions respectives des Y, le sont aussi. D’apres 3.4.3.b :
(2
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La question 3.1.3, établie pour tout entier naturel non nul et toute famille de variables

indépendantes de loi V' (0, 1), s’applique avec n — 1 > 1 variables : U,, suit la loi gamma

= |l
de parametres (2, n 5 )

Conclusion

G

n—1-

U, suit la loi du Chi-deux a n — 1 degrés de liberté; sa fonction de répartition est

Question 3.4.3.d

On proceéde comme en 3.3.2 avec la relation (n — 1)S,, = 02U,

n

Notons d; =x% (n—1)et dy=x? o(n—1), définis par 3.1.5 (avecn — 1 > 1),
J— 1__

2 2
strictement positifs, et d; < ds.

Par définition,

ne

(n—1)8, = f:(xi ~M,)? =0U

2 o (n—1)S

0° < y " = o%d, <0?U, < d; <U,
1

Ces équivalences étant vraies pour toute issue :
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Conclusion

2 2
< 0o” < = |xan—=1)<U, <x n—1
X2 a(n—1) X2a n—1) ﬁ( ) 1_9( )
) 2 2 2
Question 3.4.3.e

D’apres 3.4.3.c, U, est a densité de fonction de répartition G,,_;, donc P(U,, = d;) = O et,
avec 3.4.3.d :

Conclusion

la probabilité de I'événement

X* a(n—1) Xa(n—1)
1—— _
2

est 1—a: on dispose d"un intervalle de confiance de o2 au niveau 1—a sans connaitre

m, au prix d'un degré de liberté en moins par rapport a 3.3.

Relevé des adaptations

Probléme 3, rappels initiaux : ajout de la définition de la loi y(v) (forme v, taux 1) et de

la loi gamma de parametres (b, v) par sa densité f, . Justification : le programme actuel

ne connait que les lois gamma de taux 1; les paramétres (2, %) et (2, g) de I'énoncé
original (parametre d’échelle 2, paramétre de forme) doivent donc étre définis dans
I’énoncé. Les questions 3.1.2, 3.1.3 et 3.1.5 sont inchangées ; le corrigé établit le lien

X ~T(b,v) <> % ~ (D)
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Probleme 3, définition de Y, (3.1) : rectification de la coquille de

I'original, qui écrit

Yo=2 X
k=1
I’énoncé adapté donne
Y, =) X}
k=1

Probléme 3, hypothese sur les X : la notation V' (m, o) de l'original est remplacée par
N (m,c?), avec la précision «d’espérance m et d’écart-type o > 0». Justification :

notation du programme actuel; la condition o > 0 est nécessaire aux divisions par 2.

Probleme 3, rappel sur les estimateurs : les définitions de l'original («estimateur » si
E(Z,) — 0, «convergent» si V(Z,,) — 0) sont remplacées par celles du programme
actuel (estimateur : fonction de 1’échantillon ne dépendant pas du parametre; biais;
sans biais; convergent : convergence en probabilité vers ). La question 3.2.1 est corrigée

avec ces définitions, par 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Question 3.3 (préambule) : ajout de «Soit o un réel de l'intervalle 0, 1] ». Justification : le
niveau « intervenant en 3.3.2 et 3.4.3.d-e n’est pas défini dans l'original (oubli
d’énoncé) ; sans cette hypothese, x%, et x? (, ne sont pas définis.

— 1 —

2 2

Question 3.2.2.c : I'énoncé est conservé; le corrigé précise que 1'estimateur sans biais

| V,, n'est défini que pour n > 2.
n —

La loi du Chi-deux n’est pas supposée connue : elle est définie dans I’énoncé (question

3.1.5) et toutes ses propriétés utilisées sont établies dans le corrigé.
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