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EXERCICE 1

1.1. Etude préliminaire

1.1.1. Continuité et dérivabilité de f sur R,.

On écrit f(x) = e®!"® pour x > 0, on traite R* par les théorémes généraux, puis le point

0 par un calcul de limite et de taux d’accroissement.

Sur R% : 2 = 2 Inx est dérivable (produit de fonctions dérivables) et exp est dérivable

sur R, donc f est continue et dérivable sur R, avec :

Vr>0, f(r)=(nz+1)e*"? =(1+Inz)z".

Continuité en 0 : par croissances comparées, ~ Lim zInz = 0, donc par continuité de
z—0

exp en 0, ling f(x) =€ =1= f(0). Ainsi f est continue en 0.
z—0T

Dérivabilité en 0 : pour z €0, 1], posons v = zlnz;ona v < 0, donc u # 0, et :

e’ —

1
Lorsque z — 0", u — Oet lim = 1 (nombre dérivé de exp en 0) ; par

u—0 U
composition des limites, le premier facteur tend vers 1, tandis que Inz — —oo. Donc le

taux d’accroissement tend vers —oo.

Conclusion

f est continue sur R, dérivable sur R* avec f'(z) = (1 + Inx)z”, et n’est pas déri-

vable en 0; la courbe (€) admet au point (0, 1) une demi-tangente verticale.

1.1.2. Tableau de variations de f.
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T / . / 1 / 1
Pour z > 0, ¥ > 0,donc f'(z) alesignede 1 +Inz: f'(x) <Osur |0,—|, f'|-]=0
e e
1
et f’(x) > O sur ]—,+oo [
e
. . o 1 .
Comme f est continue sur R, f est strictement décroissante sur [0, —] et strictement
e
. [1 [
croissante sur |—,+4o00|.
e
. 1 1. 1 1
Valeur du minimum :  f (—) = exp (— ln—) = e e ~0,692.
€ (& (&

Limite en +o0 : zlnz — 400, donc f(z) — +oc.

1
T 0 - +00
e
f'(z) — 0 +
f 1 N\ e /e a +00
Conclusion

1 1
f décroit de 1 a e~/ sur [0, —] puis croit de e~/ a4 400 sur [—, ~+00 [
e e

1.1.3. Position de (€) par rapport a la tangente (7) au point d’abscisse 1.
Ona f(l)=1let f'(1) = (140)-1 =1, donc (T) a pour équationy = f(1)+ f'(1)(x —1),

c'est-a-dire y = x. Il s’agit d’étudier le signe de d(x) = f(z) — x sur R,.

Méthode 1 — Par la convexité.

[’ est dérivable sur R’ comme produit, et, en utilisant f' = (1 +Inxz)f :

f”(ac)=éf(m)+(1+lnw)f'(x)=x” é+(1+lnx)2 >0 pourz > 0.
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Ainsi f est convexe sur R’ et sa courbe est au-dessus de ses tangentes. Pour obtenir une
inégalité stricte, étudions d : d est dérivable sur R* et d'(z) = f'(z) — 1 = f'(z) — f'(1).
Comme f” > 0, f’ est strictement croissante sur R’ , donc d’(z) < 0 pour 0 < = < l et
d'(x) > 0 pour x > 1. Par continuité de d sur R, , d est strictement décroissante sur [0, 1]

et strictement croissante sur [1, +oo[, de minimum d(1) = 0. Donc d(z) > 0 pour tout
z e R \{1}.

Méthode 2 — Par une factorisation directe.

Pourz>0: f(z)—az=x(2'—1)=z (e Vn® _1) Orz—1etlnz ontle méme
signe sur R’ (tous deux strictement négatifs sur |0, 1], strictement positifs sur |1, +o0]),
donc (z —1)Inz > 0 pour z # 1, doti e V"? > et f(z) —2 > 0.Enz =0
F(0)—0=1>0.

Comparaison : la méthode 1 est la méthode générale (la convexité donne toujours la
position par rapport a une tangente) ; la méthode 2, plus courte, exploite la forme

particuliere de f et donne directement 1'inégalité stricte.

Conclusion

la courbe (C) est strictement au-dessus de sa tangente (7) : y = x, sauf au point de

contact (1,1).

1.1.4. Bijectiong: 1 — J.

On applique le théoreme de la bijection. La fonction g est continue sur [ = [—, +00 [ ;
e

. . - 1 o 1
sa dérivée est strictement positive sur ] —,+0o0 [, donc, par continuite en —, g est
(& €

strictement croissante sur I.

Par le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de I sur l'intervalle

0= (1) ]
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Conclusion

g est une bijection de I sur J = [e"1/¢, +00].

1.2. Etude d’une fonction

1.2.1. Existence de .

Onprend ¢ = g~': J — I, qui existe d’apres 1.1.4. Pour z € J, y = p(z) est 'unique

élément de I tel que g(y) = x, c'est-a-dire y¥ = x.

Conclusion

l'application ¢ = g~*, de J sur I, vérifie Vo € J, ¢(x)¥@ = x (et cest la seule

application de J dans I ayant cette propriété, par injectivité de g).

1.2.2. ¢ = o(In) au voisinage de +oo.
On passe au logarithme dans la relation définissant ¢.

D’apreés le théoréme de la bijection, ¢ est continue et strictement croissante sur J.
Comme ¢(J) = I n’est pas majoré, la fonction croissante ¢ tend vers +oco en +oo : sinon

elle serait majorée par sa limite finie.

De plus g(1) = 1, donc ¢(1) = 1, et pour z > 1, p(z) > 1 par stricte croissance, d’ot1
Inp(z) > 0.

Pour = > 1, en prenant le logarithme de ¢(2)¥®) =z : ¢(x) Inp(z) = Inz, avec Inx > 0,

donc :
ple) 1
Inz Ing(x)
Comme () — +00, Inp(x) — +oo et %a;) — 0.
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Conclusion

o(x) = o(Inx) lorsque z — +o0.

1.2.3. Dérivabilité de ¢ et expression de ¢'.

On utilise le théoréme de dérivation de la réciproque : si g est dérivable en y = ¢(x) avec

g'(o(z))

g'(y) # 0, alors ¢ est dérivableen z et ¢'(z) =

1
Or ¢'(y) = (1 +Iny)yY nes'annule sur / qu'en y = —, cest-a-dire pour
e
1
r=yg (-) = e~1/¢. Donc ¢ est dérivable en tout point de |e~1/¢, +oo].
e

—1/e

. 1
Etude au pointa = e borne gauche de J, avec ¢(a) = —) :pourz € J, x > a,
p g o p

1
posons y = p(z) > pt Alors :

17" M%g/<l>:0en

Lorsque x — a™, y — — par continuité de o, et
q Y o P 2 y—1/e

restant strictement positif (g strictement croissante). Son inverse tend donc vers +oo : ¢

n’est pas dérivable (a droite) en a.

Ainsi le plus grand intervalle inclus dans J sur lequel ¢ est dérivable est
K = ]e‘l/e,—l—oo[.

1
Expression de ¢’ : pour x € K, ¢(z) > =~ donc 1 +1Inp(z) > 0, et p(z)?® =z, d’ot:
(&

1 1

o) = (1+Inp(@) p(@)*@  z(1+mIp(z)

En multipliant numérateur et dénominateur par ¢(x) > 0 et en utilisant

o) Inp(z) =Inzx:
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Conclusion

K =]e V¢ +oolet VzeK, ¢'(z)= Plz)

1.2.4. (a) Abscisse u,,.

Soitn € N*. Comme e /¢ < ¢® =1 < n,onan € K, donc (7, existe et a pour équation :

y=p(n) +¢'(n)(x—n).

D’apres 1.2.3, ¢’ (n) > 0 (car p(n) > 0,n > 0et p(n) +Inn = p(n)(1 +Inp(n)) > 0),
donc (T ,,) nest pas parallele a I’axe des abscisses et le coupe en un unique point,

d’abscisse u,, telle que 0 = p(n) + ¢’'(n)(u,, —n), soit :

Conclusion

u, =n(l—p(n)—Inn).

Vérification : pourn = 1, ¢(1) = l et u; = 0; en effet p’(1) = 1 et (7) estla droite y = z,
qui passe par O.

1.2.4. (b) Equivalent de u

n*

Pourn > 2,Inn > 0et:

n _1l—¢n)—Inn »(n) 1

—nlnn —Inn N Inn Inn’
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1
D’apres 1.2.2, M — 0,et —— — 0, donc ce quotient tend vers 1.
Inn Inn

Conclusion

u,, ~ —nlInn lorsque n — +o0.

EXERCICE 2

2.1. (a) ® est un endomorphisme de R[X].

Si

d
Q = Z Ckaa
k=0

alors

est un polynéme, donc ®(Q) € R[X].

Linéarité : pour Q, R € R[X] et \,p € R, AQ + uR)(X +1) = AQ(X + 1) + uR(X + 1),

donc:

BNQ + uR) = AQ(X) + pR(X) + AQ(X + 1) + uR(X + 1) = A®(Q) + ud(R).

Conclusion

® est une application linéaire de R[X] dans lui-méme, c’est-a-dire un endomor-

phisme de R[X].
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2.1. (b) i. @, est un endomorphisme de R,[X].

Si deg Q < p, chaque (X + 1)* avec k < p est de degré k < p, donc Q(X + 1) € R, [X],
puis ®(Q) € R,[X]. Ainsi R ,[X] est stable par ®, et la restriction ®,,, linéaire comme

restriction d’une application linéaire, va de R,[X] dans R [ X].

Conclusion

®,, est un endomorphisme de R, [ X].

2.1. (b) ii. Matrice de ®, dans B,,.

Pour k € {0, ..., p}, la formule du bin6me donne :

£
—

(e

La colonne d’indice k (les indices allant de 0 a p) de la matrice M,, de ®, dans B,

k
k .
O(XF) = XF+ (X +1)F = XF+ :(_)Xﬂzzxfwr
—o \J
7=0

<.
Il
o

contient donc (?) en ligne j < k, 2 en ligne k et 0 en ligne j > k. Par exemple, pour p = 3 :

Conclusion

M, est triangulaire supérieure et tous ses termes diagonaux valent 2.

2.1. (b) iii. ¢, est un automorphisme de R ,[X].

Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont
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tous non nuls. Ici ils valent tous 2 # 0, donc M), est inversible, et I'endomorphisme ¢,

qu’elle représente est bijectif.

Conclusion

®,, est un automorphisme de R ,[X].

2.1. (c) ® est un automorphisme de R[X].

On ramene la bijectivité de ® a celle des ®,, puisque tout polyndme appartient a un

R,[X].

Injectivité : soit @ € R[X] tel que ®(Q) = 0. Il existe p € N tel que @ € R,[X]; alors
®,(Q) = 0 et, @, étant injectif, @ = 0.

Surjectivité : soit P € R[X] et p € N tel que P € R,[X]. @, étant surjectif, il existe
Q € R,[X] tel que (Q) = ©,(Q) = P.

Remarque : on peut aussi voir l'injectivité par le degré. Si ) # 0 est de degré d et de
coefficient dominant ¢ # 0, alors Q(X + 1) est aussi de degré d et de coefficient
dominant ¢, donc ®(Q) est de degré d et de coefficient dominant 2¢ # 0 : ®(Q) # 0. Cette

remarque montre de plus que ® conserve le degré.

Conclusion

® est un endomorphisme bijectif de R[X], c’est-a-dire un automorphisme.

2.1. (d) Existence, unicité et degré de E,,.

La relation (1) s’écrit ®(P) = 2X". Comme ® est bijective, le polynéme 2X" a un unique
antécédent, noté E, = &1(2X").

Degré : 2X" € R, [X] et ®,, est surjectif, donc 2X™ a un antécédent dans R, [X], qui est
E,, par unicité; ainsi deg E,, < n. D’apres la remarque de 2.1.(c), deg ®(E,,) = deg E,,
(car E,, # 0, puisque ®(0) = 0 # 2X"), et deg ®(E,,) = deg(2X") = n.
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Conclusion

il existe un unique polynéme E,, vérifiant (1), et deg E,, = n.

2.2. (a) Expressionde E,, (X + 1) + E,,(X).

Par la formule du binéme puis en échangeant deux sommes finies (sur les couples (j, k)

telsque 0 < j < k< n):

En ajoutant

Question adaptée au programme actuel : ’énoncé original contenait la coquille £(X) au

lieu de E,,(X) et la notation ancienne C}, remplacée par (’; ).

Conclusion

I'égalité demandée est établie.

2.2. (b) Systeme vérifié par les a,, , et valeur de a,, ,,.

Question adaptée au programme actuel : I'énoncé original demandait «la valeur de
a,, . », ce qui est manifestement une coquille (le systeme ne donne pas de formule close

générale) ; on demande la valeur du coefficient dominant a,, ,,.
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Par 2.2.(a), larelation E, (X) + E, (X + 1) = 2X" et 'unicité des coefficients d'un

polynéme donnent, pour tout j € {0,...,n}:

k 0 sij<n
a’n,j+z <j)a’n,k =

n
k=j 2 sig=n

Le terme k = j de la somme vaut (;)an ; = a,, ;, donc le systéme s’écrit :
" [k
2a,,,=2 et vje{0,...,n—1}, 2a,;+ Z (,)an,k:o.
k=jr1 \J

C’est un systeme triangulaire de n + 1 équations a n + 1 inconnues, a coefficients

diagonaux égaux a 2, qui se résout en partant de j = n:

1 & k
Apom = 1 et an,j:_§ Z < ,>an’]€ pourjzn—l,n—2,...,().
k=j+1 \J

. 1. 1 n n
En particulier a,,, | = > (n B 1) Ay = =75 pourn > 1.

Conclusion

les a,, ; sont I'unique solution du systeme triangulaire ci-dessus et a,, , = 1: F,, est

unitaire.

On résout le systeme de 2.2.(b).

n = 0 o 201070 = 2, dOl’lC Eo(X> = 1.

—

1 1
n = ]. 5 al,l = 1, aLO = _5 (O> a/l,l = _5, donC El(X) = X - —.
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1/2
n = 2 . a2’2 = 1, CL271 = _5 (1>a2’2 = —1,

1 1 2 1
920~ 73 [(o) 2 (0> a“] = —5(=1+1) =0,donc Fy(X) = X* — X.

1 1
Vérification : E/(X)+E{(X+1) :X—§—|—X+§ =2Xet
Ey(X)+ Ey(X+1)=X?2—X+X?4+2X+1—X—1=2X2

Conclusion

1

2.2. (d) Relation E;, = nE,_, et dérivées successives.

Question adaptée au programme actuel : I'énoncé original écrivait « pour tout entier

naturel n»; pour n = 0, E_; n’est pas défini, on prend donc n > 1.
On dérive la relation (1) et on utilise l'injectivité de .
Pour tout polynéme Q, (Q(X + 1)) = Q' (X + 1) : C’est vrai pour Q = X* car
((X + 1)F) = k(X + 1)*1, puis par linéarité. En dérivant E, (X) + E, (X + 1) = 2X"
(n>1):
E/(X)+ E,(X +1)=2nX""" C(esta-dire ®E,)=2nX""'1=ndE, ;)

= (I)(nEn—l)

® étant injective, £, = nkE,,_;.

Dérivées successives : montrons par récurrence sur k € {0, ...,n} la propriété 7, :
n!
E, ;.
(n—Fk) "k

EP =

J , est vraie. Si (), est vraie avec k < n, alors n — k > 1 et, par la relation précédente

appliquéean —k:

! n! n!
g __ " g __ " o BE S L —
(n—k)‘ n—k (n_ k)'(n ) n—k—1 (n—k:— 1>!En—kz—17
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ce quiest A, _ ;.

) )

En particulier EY =nl E, = n! est constant, donc EF =0 pour k > n.
Conclusion
!
pourn > 1, E;, = nE,_,; pour toutn € N, EP = ( n'k)'En_k si0 < k< net
n — :

E® —0sik > n.

2.2. (e) Symétrie E,(X) = (—1)"E, (1 — X) et conséquences.

On montre que R(X) = (—1)"E,, (1 — X) vérifie (1), puis on conclut par unicité
(2.1.(d)).

R est un polyndme. Pour tout réel z, la relation (1) évaluée en t = —z donne
E,(—z)+ E,(1—z)=2(—x)" =2(—1)"2". Donc:

R(z) + Rz +1) = (=1)" [E,(1 = z) + B, (=2)] = (=1)" - 2(=1)"z" = 22",
Les polyndémes R(X) + R(X + 1) et 2X™ coincident en une infinité de points, donc sont
égaux : ¢(R) = 2X". Par unicité, R = E,,.

Casnpair,n >0:en X =0, E,(0) = E, (1). Par ailleurs (1) en X = 0 donne
E (0)+E,(1)=2-0"=0(carn > 0).Donc E,(0) = E,(1) =0.

o 1 1\ 1 1y _
Cas n impair : en X—2, En<2>_ En(2),donc En<2>_0'

Conclusion

E.(X)=(-1)"E,(1—-X);pournpairnonnul, £,(0) = E, (1) = 0; pour n impair,

5. (1) =0

2.2. (f) E5 et E,.
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Méthode 1 — Par intégration de £, = nFE,,_;.

Deux polynémes de méme dérivée différent d’une constante. Comme
3
B =3E,=3X?—-3X,ilexistec € Rtelque FE;=X>— §X2 + c. Comme 3 est

1 1 1
impair, E3<§>:0: g—g+c:O,donc c:zl.

Deméme £}, =4FE, =4X? —6X%2+1,donc £, = X* —2X3 4+ X + ¢/, et comme 4 est
4 3 4

pair non nul, £,(0) =0, d'ott ¢’ = 0.

Méthode 2 — Par le systéme triangulaire de 2.2.(b).

1/3 3
Pourn:3:a3’3:1; a3’2:—§(2> :_5;

11{/2 3 1
I31 = ~5 [(1) as o+ (1> a3,3] = _5(_3 +3)=0;

1 1 3
(1370 = —5 [(1/371 -+ a3’2 + a3’3:| = —5 (O — 5 + 1) =

1/4
Pourn=4:a,,=1; a4’3:—§( > =-2;

1(/3 4 1
g2 =—5 [<2> Qg3+ <2> a4,4] = —5(—6 +6) =0;
11/2 3 4 1
a4’1 :_5 |:<1)a472+ (1)(14’34‘ (1>a4’4:| :_5(0_6+4) = ]_,

1 1
(14,0 = —5 [a471 + CL472 + (14,3 -+ Cl4’4] = —5(1 +0—2+ ].) =0.

Comparaison : la méthode 1 réutilise les propriétés structurelles (dérivation, symétrie)
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et évite presque tout calcul; la méthode 2 est purement algorithmique et s’applique sans

avoir établi ces propriétés, mais devient vite lourde quand n grandit.

Vérification pour Fy : X3+ (X +1)3 =2X3 +3X%2 +3X + let
3 3
> [X2+ (X +1)?] =—-3X2—-3X — 3 donc

3 1
Conclusion
3 3o 1 4 3
E,(X)=X —§X +ZetE4(X):X —2X° + X.
PROBLEME

3.1. Etude d’une variable aléatoire X

3.1.1. (a) Tableau de variations de F'.

F est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables, de dénominateur

14+e*>0,et:

_ By Al ) =" e’
flz) = F'(x) = 1te) —(1+e$)2>0.

Limites : en —o0, e — 0 donc F(z) — 0;en +oo, F(z)= — 1. Enfin

1+e 7

8
|
8
+
g

N — | —
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Conclusion

F est strictement croissante sur R, de 0 a 1; (I') admet les asymptotes horizontales

y=0en —occety =1en +o0.

3.1.1. (b) Centre de symétrie et tangente en (2.

1
Le point (2 (O, 5) est centre de symétrie de (I") si et seulement si, pour tout réel z, le
symétrique (—z,1 — F(z)) du point (z, F'(x)) appartient a (I'), c’est-a-dire
F(—z)+ F(z) =1.0r:

e * e” 1 e’

:1—|—e*m+1+ew:ew+1+1—|—ew

F(—z)+ F(x)

Tangenteen 2: F(0) = % et f(0)= i, donc (A):y=

Conclusion

1 1
(2 est centre de symétrie de (I') et (A) a pour équation y = i + >

3.1.1. (c) Parité de f et concavité de (I").

Méthode 1 — Calcul direct.

Pour tout réel z, en multipliant numérateur et dénominateur par e* :

—x —er:c e

I P " war ey e
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Méthode 2 — Dérivation de la relation de symétrie.

La relation F'(—x) + F'(z) = 1, valable pour tout z, se dérive : —F'(—x) + F’(z) = 0, soit
f(=z) = f(x).

Comparaison : la méthode 1 est un calcul autonome; la méthode 2 montre que la parité
de la dérivée est une conséquence de la symétrie centrale de (I"), ce qui se généralise a

toute courbe symétrique par rapport a un point de 1’axe des ordonnées.
Concavité : f est dérivable et, en écrivant f(x) = e*(1 + %)~ 2:
e?(1+e*—2e%) e*(1—¢€")

F'(z)=f'(z) =e"(14+e%) 2 —2e*"(1 + %) 3 = ite)p = A1)

F"(x) >0pourz <0, F”(0) =0, F'"(z) < 0 pour z > 0.

Conclusion

f est paire; F' est convexe sur | — 00, 0] et concave sur [0, +o00[; €2 est un point d’in-
flexion. En particulier (I') est au-dessus de (A) pour z < 0 etau-dessous pourz > 0:

la tangente traverse la courbe en (2.

3.1.1. (d) Construction de (I') et (A).

On utilise les résultats précédents : asymptotes y = 0 et y = 1, croissance stricte, centre
de symétrie et point d’inflexion (2, tangente de pente % en (), convexité a gauche de 0 et
concavité a droite. La figure respecte le rapport des unités (2 cm en abscisse pour 10 cm
en ordonnée, soit une échelle verticale cing fois plus grande). Quelques valeurs :

F(£1) ~ 0,731 et 0,269, F(+2) ~ 0,881 et 0,119, F(+4) ~ 0,982 et 0,018.
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Conclusion

la courbe a la forme d'un «S» symétrique par rapport a (2, traversée en () par sa

tangente (A).

3.1.1. (e) Bijection et réciproque.

F est continue et strictement croissante sur l'intervalle R, avec lim F' = 0 et
— 00

llm F = 1; par le théoréme de la bijection, F" réalise une bijection de R sur |0, 1].

Poury €]0,1[etx e R:

Fz)=y < e =y(l+¢€%) <= e (l—y)=y < =" <= q;zlnl_’

ce qui est licitecar 1 —y > O et % > 0.

-y
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Conclusion

Vz €]0,1], F'(z) = In (1 - x)

3.1.1. (f) f est une densité de probabilité.

B
f est continue et positive sur R. Pour A < B, / f(z)dx = F(B) — F(A), qui tend
A

+o00
vers 1 — 0 = 1lorsque A - —oo et B — 4-00. Donc / f(z) dx converge et vaut 1.
—00

Conclusion

f estune densité de probabilité;; de plus, pour une variable X de densité f, P(X <
7)) = / f=F(z)—lim F' = F(z) : F est sa fonction de répartition.

3.1.2. (a) Quartiles de X.

€10,1],

YRS

La fonction de répartition de X est F, bijective de R sur |0, 1[; comme
I'équation F(Q,) = i a une unique solution :

Qi =" (%) :1n<1i/?/4> :ln<4iz‘>'

Conclusion

Q, =—-In3~—-1,10,Q, = 0et Q3 = In3 ~ 1,10; on retrouve Q); = —Q5, consé-

quence de la symétrie de centre (2. Ils sont placés sur la figure ci-dessous.
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(Q:: 1/4)

3.1.2. (b) Plus petit réel o tel que P([|X]| > a]) < e.
On calcule P([|X| > a]) en fonction de «, puis on résout I'inéquation.

Sia < 0,l’'événement [| X| > o] est certain et P([|X| > a]) =1 > e:aucun a < O ne

convient.

Sia >0, [|X]| > a] est la réunion disjointe de [X > a] et [X < —a]. Comme X esta
densité, P(X < —a) = F(—a), et par 3.1.1.(b), F(—a) =1 — F(a):

2

P X|>a])=1—F(a)+ F(—a) =2(1— F(a)) = e

Alors, pour o > 0:

2
1+ e®

DO
DO
|
™

e = 14+e*¥> - < e

WV

™
™

2—¢ 2—¢
Comme ¢ €]0,1], — > 1, donc ln? > 0:la condition o > 0 est
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2—¢
automatiquement remplie. L'ensemble des réels convenables est [ln —, 400 [, qui
€

admet un plus petit élément.

Conclusion

a:1n<2_€> =ln(2—1>.
£ €

3.1.2. (c) Espérance de X.

+o00
Existence : il faut prouver la convergence absolue de / xf(z)dz. Pour x > 0,
—oo

—X

f(z) = (jl—i—_x)Q < e~® (forme obtenue en 3.1.1.(c)), donc par parité 0 < f(z) < eIl
e

pour tout réel x, et 0 < |z|f(x) < |z|e 7.
+o0
Or / xe " dx converge (elle vaut I'(2) = 1). Par comparaison de fonctions positives,
0
+oo
/ |z| f(x) dx converge, et par parité de « — |z|f(x) (changement de variable affine
0
0

xr = —t), / |z| f(x) dz converge aussi. Donc X admet une espérance.

—00

Calcul.

Méthode 1 — Imparité de I'intégrande.

Par le changement de variable affine = —t et la parité de f :

/zoxf(w)dx:—éﬂotf(t)dt.DonC E(X):/Zoxf(a:)dx—l—éﬂoxf(g;)dx:o_

Méthode 2 — Symétrie de la loi.

Pour toutréel z, P(—X < z) = P(X > —x) =1 — F(—z) = F(z). Donc —X a méme loi
que X, donc méme espérance, et par linéarité £(X) = E(—X) = —E(X),dou E(X) = 0.
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Comparaison : la méthode 1 est un calcul d’intégrale; la méthode 2 n’utilise que la
symétrie de la loi, et s’applique a toute variable de loi symétrique admettant une

espérance, qu’elle soit a densité ou discréte.

Conclusion

X admet une espérance et £(X) = 0.

3.2. Calcul des deux intégrales

3.2.1. (a) Convergence de J.

In(1+ x)

La fonction z — est continue sur |0, 1] et, comme In(1 + x) ~ z en 0, elle tend

x
vers 1 en 0" : elle est prolongeable par continuité a droite en 0.

Conclusion

d’apres le résultat rappelé, J est convergente.

3.2.1. (b) Monotonie et bornes de & ; convergence de I.

_ Inx
C1l+x
dérivable sur |0, 1] (théoréme fondamental) et :

Posons  u(z)

, continue sur |0, 1]. Comme h(e) = —/ u(x)dzx, h est
1

Ine

h'(e) = —u(e) = “11:

>0 carlne<O.

Donc h est croissante sur |0, 1].
Majoration : pour z €0, 1], u(z) < 0,ete < 1, donc h(e) < 0.

Minoration : pour x €]0,1],Inz < 0et1+ x > 1, donc u(x) > Inx. Par croissance de

'intégrale sur [e, 1] :
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1
h(e) >/ Inzdz = [xlnx—x]i =—1l—clne+e> -1,

care > 0et —clne > 0.
Ainsi —1 < h(e) < 0 pour tout ¢ €10, 1].

Convergence de I : h est croissante et minorée par —1 sur |0, 1]; par le théoreme de la
limite monotone, h admet en 0" une limite finie (c’est aussi le critére de convergence des
intégrales de fonctions de signe constant : —u > 0 et ses intégrales partielles —h(e) sont

majorées par 1).

Conclusion

h est croissante et bornée sur |0, 1], et I'intégrale I = lim h(e) est convergente,

e—0t
avec —1 < I 0.

3.2.2. Relation (2).

Soitn € N* etz € [0, 1]. Comme —z # 1, la somme géométrique de raison —x donne :

n 1 — (—g)n+1 1 n _ \n+l
3 ()t = 22 Gone =3 (aykat . T
= 1+ 1+z 1+x

En isolant le terme k = 0 et en écrivant (—z)" "1 = (—1)""1gnt!
Conclusion
1 n . (_1)n+1xn+1
=1 —1 -
1+ + ;( )yt + 1+

3.2.3. Convergence et calcul de I;.

La fonction = + 2* In z est continue sur ]0, 1]. On intégre par parties sur un segment

[e,1], e €]0, 1], puis on passe a la limite.
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k+1

kE+1

Les fonctions z = Inz et = — sont de classe C* sur [g, 1], donc :

1 k+1 i 1k k+11] 1 — ghtt
Flngde — | & 1 _/ z° . _E ne e
/f nee {kﬂ ”L A TS DN

Lorsque ¢ — 0%, e¥*1Ine — 0 par croissances comparées (k +1 > 1) et 1 — 0.

Conclusion

1
pour tout k € N, I, converge et I, = —m.

3.2.4. Variations de p.

p est continue sur [0, 1] (car zlnxz — 0 en 07) et dérivable sur |0, 1] avec p’(z) = Inz + 1,

1 1 1
qui est strictement négatif sur ] 0,- [, nulen - et strictement positif sur ] — 1] .
€ €

e
1
T 0 - 1
e
p'(x) - 0 + 1
1
P 0 N\ s / 0
Conclusion
o . 1 1 . N 1, 1 N
p décroitde 0a —-— sur [0, —| puis croitde ——a 0 sur [—, 1] ; en particulier,
e e e e
1 1
pour tout z € [0,1], —— < p(z) <0,donc |p(z)] < —.
e e

3.2.5. Encadrement et somme de la série
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Soit n € N*. En multipliant (2) par Inz, pour x €]0, 1] :

Inz
1+x

n ntln g
_ 1)k n _qyn+1®
(~)ak g + (-

k=0

z"p(x)
1+
son intégrale sur |0, 1] converge. Les intégrales I (3.2.1) et I;, (3.2.3) convergent aussi;

Le dernier terme s’écrit (—1)""! : il se prolonge par continuité en 0 (par 0), donc

par linéarité des intégrales convergentes :

IS (1T = (—1)n "2mp(a) i,
> (M= (-1 /

z"p(z)|

D’apres 3.2.4, pour = €10, 1], T2

Série : notons

Par3.2.3,etavecm =k + 1, (—1)* = —(—1)™:

n n 1 k n+1 _1)ym
N i Dh= AL

k=0 k=0 m=1

— 0 :la suite (Sy) y>o converge vers I.

(n+1)
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(=DF| _ 1
2R
est le terme général d'une série de Riemann convergente (2 > 1) ; la convergence absolue

Remarque : la convergence de la série peut aussi se voir directement, car ’
entraine la convergence. Mais seule I'inégalité précédente donne la valeur de la somme.

Conclusion

—1)k

I'inégalité demandée est établie, la série de terme général converge et

k}2

3.2.6. (a) Décomposition de 6.

Soit n € N* et z €]0, 1]. On integre (2), écrite pour la variable t € [0, z|, entre 0 et =

(toutes les fonctions sont continues sur [0, z]) :

Todt & o G o [Fet
In(1 = —_— = —1 —1)" .
n(l+ x) /0 x—i-z_:( )k+1+( ) /0 1+tdt

n_o/ 1\k _1\n+1 T yin+1
G(x):1+z( D % + R, (z), Rn(x):( D /O I_i_tdt.

On pose R,,(0) = 0, ce qui est cohérent avec #(0) = 1. Ainsi, pour tout z € [0, 1],

n o 1vk
R @) =0() -1~ Y

k=1

z*.

tn—l—l

1+1¢

Majoration : pour ¢t € [0,z], 0 < < t"*, donc pour z €10,1] :
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et I'inégalité est triviale en z = 0.

Conclusion

la fonction R, ainsi définie convient :

n+1

+2

et |R,(z)] < pour tout z € [0, 1].
n

1
3.2.6. (b) Encadrement de / 0 et relation J = —1.
0

R, =0— (1 + i (k_i)ka>

k=1

est continue sur [0, 1] comme différence de fonctions continues. En intégrant sur le

segment [0, 1] :

1 B n (_1)k 1 B n (_1)k 1 N )
/O e(x)dx_1+];—(k+1)2+/o Rn(x)dx—;o—(k+l)2+/0 R, (z)dzx,

et:

1$n+1 1
</ dxr = o
b n+2 (n+2)

Relation avec J : 6 est continue sur [0, 1] et coincide sur |0, 1] avec l'intégrande de J. La
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fonction ¢+ / 6 est continue sur [0, 1] (elle a pour dérivée —6), donc

J = lim/ 9—/
e—0t

Par ailleurs, d’apres 3.2.5,

kzzo k+ 1 i
L'inégalité s’écrit donc  |J + 5, | < m, qui tend vers 0 : ainsi S,,,; — —J.
Comme S, ; — I (3.2.5), 'unicité de la limite donne I = —J.
Conclusion
I'inégalité demandée est établie et J = —1I.

3.2.7. Valeursde I et J.

On sépare les termes d’indices pairs et impairs dans les sommes partielles d’indice pair.

Notons

2
de limite % Pour N € N*:
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Or
=7inN
 (2p)*
et
N
1
Z Ton — 3TN
pr 2p —1)2 4

(les entiers de 1 a 2N sont les NV pairs et les NV impairs). Donc :

S2N =

Comme (S ) converge vers I (3.2.5), sa sous-suite (S5, ) converge aussi vers I ; par
2
unicité de la limite, [ = —71T—2, puis J = —1I par 3.2.6.

Conclusion

3.3. Calcul de la variance de X

3.3.1. Existence de la variance.

+o00
Il suffit de montrer que X admet un moment d’ordre 2, c’est-a-dire que / z2 f(x) dx
—00
converge (fonction positive).

400
D’apreés 3.1.2.(c), 0 < 22 f(x) < x2e~1# pour tout réel z. Or / z?e~* dz converge et
0

+oo
vaut I'(3) = 2! = 2. Par comparaison de fonctions positives, / x) dx converge;
0
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0
par parité de z — 22 f(z) (changement de variable affine r = —t), / 72 f(x) dz

converge aussi.

Conclusion

par le théoréme de transfert, £(X?) existe, donc X admet une variance.

3.3.2. Expression intégrale de V' (X).

Question adaptée au programme actuel : le changement de variable, non affine, est

précisé dans I'énoncé : t = e™".

Par Koenig-Huygens, E(X) = 0 (3.1.2.(c)) et le théoreme de transfert :

la derniére égalité provenant de la parité de z 2 f(z) (changement de variable z = —t

sur | — oo, 0]).

Changement de variable sur un segment : soit B > 0. L'application ¢t = —Int est de
classe C! et bijective de [e B, 1] sur [0, B]; avec x = —Int, dz = — et
e i

f(.’.l?) = (1_|_e—x)2 = (1+t)2 .

/OB z?f(z)dx = /16}3(11115)2 (1—|7it)2 (—%) dt = /e_lB %dt

(Int)? (Int)?
(1+1)? (1+1)?
(Int)?> = o (t1/?) en 0" (puisque v*(Int)? — 0 par croissances comparées), avec

< (Int)? et

1
Passage a la limite : 1'intégrale / dt converge, car 0 <
0

1
1
/ t~1/2 dt convergente (Riemann, 5 < 1). Comme e B — 0" lorsque B — +00, le
0

1 2
membre de droite tend vers / % dt, et le membre de gauche vers
0
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+o00o
/ z2 f(x) dz.
0

Conclusion

V(X) =2 /0 ((111:2)2 da.

3.3.3. Dérivée de 1) et limite de (Inx)y(x).

1 est dérivable sur |0, 1] et, pour z €10, 1] :

(Inz+1)(1+2z)—zlnzx 1 Inz+l+z 1+z Inx

¥'() =

(1+ z)2 14z (1+a)? (1+2)2 (1422

Limite : pour z €]0, 1],

z(lnz)? r(lnx)? In(1 + )
= — = — 1 - —_
(Inx)y(x) Tz Inz In(1 + x) Tz (xInz) .
1

Par croissances comparées, z(Inz)? — O et zlnz — 0 en 0 ; de plus i let
In(1+ z) 1

x
Conclusion

, Inx ,

Y'(x) = e et ilg})(lna:)w(x) = (0

3.34. V(X)=2(J —1I)etvaleur de V(X).

1 2
On integre par parties sur [¢, 1], € €]0, 1], en écrivant (nz)® _ Inz -y (z);les

(1+2)?

fonctions In et ) sont de classe C' sur [, 1] :
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/61 (Inx)? dx:[ln;mp(g;)]i_/l b(z)

(1+2)? A
1
|
_/ ( ne _ln(l—l—x))dx.
L 1+« x

Donc :

(14 x)?

/1 Gag)r dr = —(Ine)y(e) — h(e) +/

Ecricome — Mathématiques — 1996

"In(1 + 2)
x

dx.

Lorsque e — 07 : (Ine)y(e) — 0 (3.3.3), h(e) — I (3.2.1.(b)) et /1 w dx — J

(Inx)?
(1+x)?

(3.2.1.(a)). Ainsi /1
0

2 2

12 12 3

2
Avec32.7: V(X)=2 (”— + ”—) S,

Conclusion

de=J —1Iet par3.32, V(X)=2(J—1).

7.‘.2
VX)=2(J ~1) = 5 ~3.29.

Relevé des adaptations

Exercice 2, préambule et 2.2.(a) : la notation ancienne C,‘Z est remplacée

par (?), définie dans I’énoncé; la coquille F(X) est rectifiée en E, (X).

Exercice 2,2.2.(b) : «Préciser la valeur de a,, ; » est rectifié¢ en «Préciser la valeur de

a,,», le systeme ne fournissant pas de formule close pour tous les coefficients; le

coefficient dominant est celui dont la valeur est déterminée directement.
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Exercice 2, 2.2.(d) : «pour tout entier naturel n » est rectifié en «pour

tout entier naturel non nul n», car £_, n’est pas défini.

x

Probléme, 3.3.2 : le changement de variable non affine ¢t = e est

indiqué dans 1’énoncé, conformément au programme.

Probleme, 3.1.1.(d) et 3.1.2.(a) : les figures demandées sont tracées dans le corrigé en
SVG, calculées exactement a partir de ’'expression de F'; I’énoncé original ne comporte

aucune figure.
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