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Exercice 1

Dans tout 'exercice, pour z € | — 1, +00[, on note ¢, la fonction ¢ — In(1 + zt?) sur [0, 1].

1. (a) Il s’agit de vérifier que, pour « > —1, la fonction ¢, est bien définie et continue
sur le segment [0, 1] : son intégrale est alors une intégrale sur un segment, sans

difficulté de convergence.
Soitz > —1lett € [0,1].
Sixz >0,alors zt> > 0donc 1+ zt2 > 1> 0.
Si—1<z<0,alors,comme0<t?2<letx<0,onazxt?>z,doncl+at>?>1+z>0.

Dans les deux cas, 1 + xt? > 0 pour tout ¢ € [0, 1]. La fonction ¢ -+ 1 + xt? est continue et
strictement positive sur [0, 1], et In est continue sur |0, +o00[, donc par composition ¢, est

continue sur le segment [0, 1].

Conclusion

1
pour tout x €] — 1, 400[, l'intégrale F(z) = / In(1 + xt?) dt existe, donc F est
0

définie sur | — 1, +-o00].

1. (b) On compare F(x) et F(y) pour —1 < = < y en comparant les intégrandes, puis on

utilise la positivité de 'intégrale, en prenant soin d’obtenir une inégalité stricte.

Soit —1 < = < y. On pose, pour t € [0, 1],

g(t) = In(1 + yt?) — In(1 + xt?)

D’apres 1.(a), g est continue sur [0, 1]. Pour ¢t € [0,1], ona 1 + yt* > 1 + at*> > 0 (car
(y — x)t? > 0) et In est croissante, donc g(¢) > 0. De plus, g(1) =In(1 +y) —In(1 +2) > 0

car 1 +y > 14 x > 0 et In est strictement croissante.

1
Par continuité de g en 1, il existe 6 €]0, 1 tel que, pour toutt € [1 —4,1], ¢g(t) > %
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Par la relation de Chasles et la positivité de 'intégrale :

Conclusion

pour —1 < x <y, F(z) < F(y); F est strictement croissante sur | — 1, +o0][.

h
2. (a) On doit majorer 1'écart entre In(u + h) et son approximation affine Inu + —:
u

c’est un reste de Taylor a l'ordre 1. On note f = In, de classe C? sur |0, +o0], avec
Fl)="et [y =—-
Yy) = — Y) = ——5.

Y y?

Soit u > 0 et h réel tel que u — |h| > 0. Le segment J d’extrémités u et u + h est contenu
dans [u — |h|, u + |h|], lui-méme contenu dans |0, +oo[ puisque u — |h| > 0. Pour tout

yeJ,onay>u—|h|>0,donc

Vi _ i 1

Si h = 0, I'inégalité demandée s’écrit 0 < 0 et elle est vraie. On suppose désormais h # 0.

Méthode 1 — Inégalité de Taylor-Lagrange.

La fonction f est de classe C? sur le segment J et | f”| y est majorée par

1
M, = W L'inégalité de Taylor-Lagrange a 1'ordre 1 entre u et u + h donne :

[t ) — £ — ()] < 2, 2

c’est-a-dire
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h h?
1 hy—lnu——-| < ——
n(u+h)—Inu . 2]

Méthode 2 — Formule de Taylor avec reste intégral.

La formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 1 pour f, de classe C? sur .J, s’écrit :

u+h u+h
, ” U+h—
Flu+ ) — f(u) — bt <u>:/ (w+h—y)f <y>dy:—/ Ly
Sih>0:poury € [u,u+h],onal0 <u+h—yet 1< ! donc
: Uy U , <u -y o TG
2 v (u—|h|)?

A u+hu+h_y 1 u+th
In(u + h —lnu——‘=/ —dyg—/ u+h—y)dy
( ) U u y2 <U_|h|)2 u ( )

h2
" 2(u—|h])?

Si h < 0:en échangeant les bornes,

u+h u
u+h— —(u+nh
[T, [ yseen,

u y u+h y

1
etpoury € [u+ h,u],0<y—(u+h)et — <———,donc
poury & [u+h,u] 7 <

In(u + k) — In h‘< L /u( h)d h
u —Inu——-|<—— y—u—h)dy=————
ul = (u—I[h))? Sy 2(u — [h])?

La méthode 1 est la plus rapide lorsqu’on dispose d"un majorant de la dérivée seconde;
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la méthode 2 redémontre ce majorant a partir d"une égalité exacte et montre d’ot1 vient

le facteur % (intégrale de u + h — y).

Conclusion

h h?
pour tout u > 0 et tout h tel que 0 < u — |h|, ln(u+h)—lnu—a S 2(u— B2

2. (b) On écrit D(x, h) comme une intégrale, on applique 2.(a) a I'intégrande pour
chaque t, puis on minore le dénominateur selon le signe de x.
Soitz > —1leth # 0tel que —1 < x — |h|. Alors x + h > = — |h| > —1, donc F(x + h) est

2
défini d’apres 1.(a). Pour t € [0,1], 1 + 2> > 0,donc ¢+

T 22 est continue sur [0, 1].
p

Par linéarité de l'intégrale sur un segment,

1

2
D(z,h) = (11'1(1 + zt? + ht?) —In(1 + zt?) — ht ) dt

14 xt?

SRS

[

Pour t € [0, 1] fixé, on applique 2.(a) avec u = 1 + zt? > 0 et ht? a la place de h.

L'hypothese est vérifiée :

u— |ht?| =1+ (z— |h))t2 >0

En effet, siz — |h| > 0 c'estau moins 1, etsi —1 <z — |h| < Oona
1+ (z— |h))t? > 1+ 2 — |h| > 0 car t> < 1. On obtient

hit? < h2t*

In(1 + xt? + ht?) — In(1 + zt?) — <
L+at*| = 2 (14 (@ — |h)t2)”

Par I'inégalité triangulaire pour les intégrales et la croissance de l'intégrale :
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1! 2t h| [ t4
D(x,h)| < — dt = — d *
DX N<I\£)2u+4x—wmﬂf : 2.4 u+cp—mm%2t &

Cas z > 0. On prend 0 < |h| < z (ce qui assure aussi —1 < x — |h]). Alors z — || > 0,
donc 1 + (z — |h|)t? > 1 pour tout ¢ € [0, 1], et (x) donne

1
1
|D<x,h>|<@/ pap= B L1
2, 2 5 10
Casz €] —1,0]. On prend 0 < |h| < 1+ x, ce qui équivaut a —1 < = — |h|. Alors
x—|h| <0ett? <1,donc (z — |h|)t? >z — |h| et

1+ (z—|h)t2214+2—|h| >0

t4 4

Ainsi < et
(1+(z—[p))t*)?* = 1 +z—[h])?

(%) donne

|D(z, h)| < [ /1 t4dt = 7]
T T2l — (A2 10(1 + = — [h])?

Conclusion

h
pourz > 0et0 < |h| <z, |D(z,h)| < %;pourm €]—1,0let0 < |h| <1+z,
1]

10(1+z— )2

| D(z, h)| <

2. (c) On montre que D(z, h) tend vers 0 quand h tend vers 0 : cela signifie exactement
que le taux d’accroissement de F' en x admet une limite finie. On n’utilise aucun
théoréme de dérivation sous I'intégrale, uniquement les majorations de 2.(b).

2

5 dt. Pour h non nul tel que —1 < x — |h/,

1
Soit x > —1. On note I(a;):/ -
o 1+at
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F(z+ h)— F(z)
h

— I(z) = D(z,h)

h
Siz>0:pour0< |h| <z, |D(z,h)|< |1—0|, qui tend vers 0 quand h — 0.

1 1
+x,ona 1+x—1h| > T

Size]—1,0]:pour 0<|h|< > 0, donc

Dan < — I _ 2k
1+x 5(1+ )
10 (%)

qui tend vers 0 quand » — 0, par encadrement.

F(z+h)— F(x)
h

Dans les deux cas, — I(z) quand h — 0.

Conclusion

F est dérivable sur | — 1, +00[ et

1 2
t
Ve e]—1,4o00], F’(x):/ 1+xt2dt
0

3. On calcule I'intégrale obtenue en 2.(c) en séparant les cas selon le signe de z, apres

avoir écrit, pour z # Oett € [0,1] :

d’ou, par linéarité,
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! o 1
3. (@)Pourz=0: F'(0)= / t2dt = {—] = -.
; 3], 3
Conclusion
1
F’(0) = —.
0=
ot
3. (b) Soit > 0. Dans / 1T 28 on effectue le changement de variable affine
0 X

s = /xt (avec z fixé), ds = \/z dt; quand ¢ décrit [0, 1], s décrit [0, /7] :

1+zt2 Va

— larctan s]' " =

/1 dt 1/‘/5 ds 1 Jz _ arctany/z
b b l+s Vo 0 NG

Conclusion

pour z > 0,

1 arctany/xz  +/x —arctan+/z
x wr /T

F'(z) =

3. (c) Soitz €] —1,0[. On pose a = /—=z, de sorte que a €0, 1] et x = —a?. Pour
tel0,1,1+at?=1—a**=(1—at)(1+at)avecl —at >1—a>0etl+at > 0.

On vérifie la décomposition

1 _1( 1 N 1 >
1—a?t2 2\1—at 1+at

, 1 1 (I1+at)+ (1 —at) 2 L
= = R ; tive d
pulsque 5+ +at (1 —at)(1+ at) 1_ g2~ prumive e

1
sur [0,1] est ¢+ ——In(1 — at), et une primitive de t est

1—at a 1+ at

t

1
t > —In(1 4 at). Donc
a
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1

1
dt 1 1 1+a
= —[In(1 +at) —In(1 —at)] =—1
/01+mt2 gq L+ at) —In(l =at)] "= 50In =0

Conclusion

pour z €] —1,0],

F’(SE)=£ L —x)_l ! ln1+ 7

1
(1_2\/—_xln1—\/—_x = v

2

1+ xt?
est positive et non identiquement nulle), ce qui est conforme a 1.(b). Par exemple, pour

1 1
z=—g,0n obtient F/(_ﬁ) ~ 0,493.

Controle de cohérence : ces expressions sont strictement positives (I'intégrande

Exercice 2

Modélisation. On fixe un téléspectateur. On note K le nombre de spots, parmi les n, qu'il
percoit comme originaux et bien faits, et R 1’événement «il retient le nom du produit».
Chaque spot est percu ainsi avec probabilité p, indépendamment des autres : K compte
les succes dans n épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p, donc K
suit la loi binomiale B(n, p). L'énoncé donne, pour k € [0, n], P x_y) (R) = ak + bk?; cela

suppose implicitement ak + bk? < 1 pour k < n, c’est-a-dire an + bn? < 1.

1. On applique la formule des probabilités totales au systéme complet ((K = k))

0<k<n’
puis on reconnait des moments de K.

Comme 0 < p < 1, chaque P(K = k) = (})p*(1 — p)"* est strictement positif, et

P(R) = ;P(K =k) Pg_p)(R) = I:O(ak: +bk*)P(K = k) =aE(K) +bE(K?)

la derniere égalité résultant de la linéarité de la somme finie et du théoréme de transfert
(K est finie, donc E(K) et E(K?) existent). Reste a calculer E(K?).
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Méthode 1 — Par la variance.

Pour K < B(n,p), on sait que E(K) = npet V(K) = np(1 — p). La formule de

Koenig-Huygens donne

Méthode 2 — Par le moment factoriel F(K (K —1)).

Par transfert, en utilisant pour 2 < k < n l'identité k(k — 1)(}) = n(n — 1)(}_2) (qui

3 n n! .
découle de (k:) = m), etennotantg=1—p:

E(K(K —1)) = zn: k(k—1) (Z) g = n(n — 1)p? ’f (n ] 2) g1

k=2 =0

(les termes k = 0 et k = 1 sont nuls; si n = 1 la somme est vide et le résultat 0 reste vrai).

Par linéarité, E(K?) = E(K(K — 1)) + E(K) = n(n — 1)p? + np = n?p? + np(1 — p).

La méthode 1 utilise directement les résultats du cours sur la loi binomiale ; la méthode
2 redémontre le calcul et se transpose a d’autres lois ot E(K (K — 1)) se calcule

simplement.

Conclusion

la probabilité qu'un téléspectateur donné retienne le nom du produit est

P(R) = anp + b (np(1 —p) + n?*p?) =bp*>n®*+p(a+b(l—p))n
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2. Tous les téléspectateurs sont dans la méme situation; on interpréte la proportion de
téléspectateurs retenant le nom comme la probabilité P(R) (pour une population
nombreuse de téléspectateurs se comportant indépendamment, la loi faible des
grands nombres justifie cette interprétation). On cherche donc les entiers n > 1 tels
2
que P(R) > £

Onposec=a+b(l—p);onac>0cara>0,b>0,1—p > 0.0n considere la fonction

polynomiale

2

9(y) = bp*y* + pcy — =

2
Sur [0, +00[, ¢’ (y) = 2bp*y + pc > 0, donc g est strictement croissante; g(0) = — <0
et g(y) — +oo quand y — +oo. Par le théoréme de la bijection, g s’annule en un unique
Yo > 0,etpoury >0:9(y) >0 <= y = y,.

8 8b
Le discriminant de g vaut  p?c? + prz = p? <02 + E) > 0 et, comme p > 0, la racine

positive est

8b 8b
—pc+p c2+€ c2+€—c

2bp? 2bp

Yo =

Conclusion

au moins 40 % des téléspectateurs retiennent le nom du produit si et seulement si

\/(a+b(1—p))2+%b—a—b(l—p)

=
" 2bp

et le plus petit nombre de spots convenable est le plus petit entier supérieur ou égal a

cette quantité.

Remarque : le modele n’a de sens que si an + bn? < 1. Comme

P(R) = E(aK + bK?) < an + bn?, la valeur trouvée est compatible avec le modele
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seulement si elle vérifie aussi cette contrainte ; dans le cas contraire, les constantes a, b, p

données rendent l'objectif de 40 % hors de portée du modele.

Probléme

Partie I

Modélisation commune. A chaque expérience, la boule tirée dans chaque urne est
choisie au hasard (toutes les boules d"une urne ont la méme probabilité d’étre tirées) et,
la composition des urnes étant connue, les tirages dans U, et dans U, sont indépendants.
Une expérience ne change pas le nombre de boules de chaque urne : U, et U, gardent

leurs effectifs initiaux. Le nombre X, change d’au plus une unité a chaque expérience :
e il diminue de 1 si l'on tire une blanche dans U, et une noire dans U, ;
e il augmente de 1 sil’on tire une noire dans U, et une blanche dans U,;

e il ne change pas si les deux boules tirées ont la méme couleur.

On note b;cl) (resp. bff)) I'événement « prélever une boule blanche dans U, (resp. U,) lors

de la k-iéme expérience ». Pour les formules de probabilités totales, on utilise 1’égalité

P((Xk =) N (Xp_y = J)) = P(X}_1 =) P(Xk 1—')(Xk = 1)

lorsque P(X;_; = j) > 0; lorsque P(X,_; = j) = 0, les deux membres des formules

ci-dessous contiennent un terme nul et les formules restent valables.
A.

Ici chaque urne contient toujours deux boules et il y a en tout deux blanches et deux
noires. Si X;,_; = j, 'urne U, contient j blanches et 2 — j noires, et I'urne U, contient

2 — j blanches et j noires. Par récurrence, X, (2) C {0, 1,2} pour tout k.
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1. On part de X, = 1 : chaque urne contient une blanche et une noire.

X, = 0si et seulement si on tire la blanche de U, et la noire de U,. Par indépendance des

@) 11 1
deux tirages, P(X;, =0) = P(bgl))P(b(f)) =505 = 0

X, = 2 si et seulement si on tire la noire de U, et la blanche de U, :

1 1 1
PX :2 = — = = —,
(X1 =2)=5-5=7
1 1 1
X, = 1 dans les autres cas : PX,=1)=1—-—-=—
4 4 2
Conclusion

X,(2)={0,1,2}avec P(X,=0)=-, P(X,=1)= %, P(X,=2)=

2. On détermine les probabilités de transition conditionnellement a chaque valeur de
X},_1, puis on applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet
(Xg1 =0),(Xpy =1), (X} 4 =2)) (pourk > 1).

Si X;,_; = 0: U, contient deux noires et U, deux blanches; on tire forcément une noire

de U, et une blanche de U,, donc X, = 1 avec probabilité 1.

Si X),_; = 2:de méme, on tire forcément une blanche de U, et une noire de U,, donc

X, = 1 avec probabilité 1.

Si X, _; = 1:chaque urne contient une blanche et une noire, et comme en 1, X, vaut 0,
1

1
1, 2 avec les probabilités conditionnelles 7 7T

La formule des probabilités totales donne, pour tout £ > 1:

P(X=0) = (P(Xq =1)

(X, =1) = P(Xy = 0) + 2P(Xyy = 1) + P(X; =2)
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Conclusion

c’est le systéme cherché, initialisé par P(X, =1) = 1.

3. (a) Code adapté en Python. La fonction part de la loi de X, c’est-a-dire
(g, vg, wy) = (0,1,0), et applique k fois le systéme de la question 2. Les nouvelles
valeurs doivent étre calculées a partir des anciennes : on utilise donc des variables

auxiliaires avant de mettre a jour v, v, w.

Python
def loi(k):
u=20 # P(X_0 = 0)
v=1 # P(X_0=1)
w=20 # P(X_0 = 2)
for i in range(k): # k itérations : passage de X_i a X_(i+1)

nu=v /4
nvw=u+v/2+w

nw=v/4

u = nu
v = nv
W = nw

return u, v, w

print(loi(3)) # affiche (0.1875, 0.625, 0.1875)

La boucle for i in range(k) s’exécute exactement k fois (pour i allant de 0 a k-1); apres la
i-ieme itération, (u, v, w) contient (u;, v;, w;). Pour k = 0, la boucle ne s’exécute pas et la
fonction renvoie (0, 1,0). Ce code a été exécuté : il renvoie (0,25; 0,5; 0,25) pour k =1 et
(0,1875; 0,625; 0,1875) pour k = 3, en accord avec la question 1 et avec les formules de
3.(c).
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1
3. (b) D’apres la question 2, pour tout k > 1, wu, = w;, = ZUk-1 les suites u et w

s’expriment a ’aide de v. Il reste a obtenir une relation ne faisant intervenir que v.

Méthode 1 — Avec la somme des probabilités (récurrence d’ordre 1).

Pour tout k£ > 0, X, est a valeurs dans {0, 1,2}, donc u;, + v;, + w;, = 1. De plus u;, = w,,
Z

k
pour tout k£ > 0 (pour k£ > 1 par la question 2, et uy = w, = 0). Ainsi

1—’Uk
2

Vk‘}O, Up = Wy, =

En reportant dans la deuxiéme relation de la question 2, pour k£ > 1:

1 1
Vg = gy + 5V T Wy = (I —vp_y) + gVk-1=1— 35Uk

Méthode 2 — Par substitution (récurrence d’ordre 2).

1
Pour k > 2, on remplace u;_, et w,,_; par 1VE-2 dans la deuxieéme relation :

1 1 1 1 1
Uk = g2 T 5U—1 T 7 %2 = 5%-1+ 5V

1
avecvy =let v, = o

La méthode 1 exploite une information probabiliste (la somme des probabilités vaut 1)
et aboutit a une suite arithmético-géométrique; la méthode 2 n’utilise que le systéme
linéaire et conduit a une récurrence linéaire d’ordre deux, utile lorsqu’on ne dispose pas

d’une telle relation de conservation.
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Conclusion

1991

. . . 1 — ’Uk
la connaissance de v détermine u et w par  u, = w, =

(Ou U = Wy =

2
1 1
7 Ve—1 pour k>1),etvvérifievy=1et v, =1— V-1 pour k > 1 (ou, de fagon
Lo 1 1 1
équivalente, v, = 3Vk-1 - V-2 pour k>2avecvy =1, v, = 5).

3. (c) On résout la récurrence obtenue.

Méthode 1 — Suite arithmético-géométrique.

1 2
Leréel ftelque (=1-— 56 est (= 3 Pour k£ > 1, en soustrayant,

2 1 2 . 2 e Aot . 1
v, — 5 =—= (v, — 5 |. Lasuite (v, — < | est géométrique de raison —— et de
3 2 3 3 2
) 2 1 ., .
premier terme v, — 3= 3 d’ou
k
2 1 1
Vk >0 -+ |-z
% %=373 ( 2)
Méthode 2 — Récurrence linéaire d’ordre deux.
. s 1 1 , 1 ,
L'équation caractéristique de v, = §vk_1 I §vk_2 est re— ET 5= 0, soit

1 1
(r—1) (7’ + 5) = 0 : ses racines sont réelles et distinctes, 1 et —5 I1 existe donc des

1\* 1
réels a, S telsque v, =a+f <—§> pour tout k£ > 0. Les conditions vy = let v, = 5
1 3 1 1 2
donnent o + 5 =1 et a—§:§,d’of1 TB:? Bzget a=§.Onretrouve1a
méme formule.

Loide X,. Avec wu;, = w;, =
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1 1 ( 1)’“
=T g T e\ 2
1 1 1 2 1 1
Vérification : pour k =1, u; = 6 o 7= 1 et v = 3 67 conformément a la
question 1.
Conclusion
pour tout £ > 0,
1 1/ 1\" 2 1/ 1\F
PX,=0)=P(X, =2)==———-[ —= P(X, =1)=2+2(-Z=
Xu=0 =P, =2 =c-c(—5) PX=D=3+3(-3)
N 1 e . 1 2
En particulier, comme ‘—5’ < 1, ces probabilités tendent respectivement vers & 3
et —.
6
B.

Notations. On pose N; = b + n (effectif constant de U, ), N, = r + s (effectif constant de
U,);ily a b + r boules blanches et n + s noires en tout. Au départ, U, contient b

blanches : X, = b, commeau Aot X, =1=0.51 X, ;| = j, alors:

e U, contient j blanches et b + n — j noires;

e U, contient b + r — j blanches et N, — (b + r — j) = s — b + j noires.

Avec la modélisation commune, les probabilités conditionnelles de transition depuis

I’état j sont :

: b4
d(j) = NL1 . % (diminution de 1),

. _b+tn—j5 bt+r—yj

m(j) N N, (augmentation de 1),
c(j) = Joxr—g)+ (f\f; — (s =b+J) (stabilité),
14V2
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et

G+O+n—0)(s=b+5)+ (b+7r—17)

= I
NN,

d(j) +m(j) + c(j) =

1. On applique ces formules avec j = X, = b: U, contient b blanches et n noires, U,

contient r blanches et s noires.

b s bs
PX = —1 - o =
(X =b-1) b+n r+s (b+n)(r+s)
n r nr
P(X; = 1) = . —
(Xy=b+1) b+n r+s (b+n)(r+s)
P(X, = b) = b r n s  br+mns

b+n r+s * b+n r+s (b+n)(r+s)

Ces trois probabilités sont strictement positives puisque b, n,r, s > 1, et leur somme vaut
(b+n)(r+s)

(b+mn)(r+s)

Conclusion

X,(92) ={b—1,b,b+ 1}, avec la loi ci-dessus.

2. (a) L'événement (X, = 0) signifie que les b + 7 boules blanches sont toutes dans U,,

qui contient  + s boules.

Condition nécessaire. Si (X, = 0) est réalisé, alors b + r < r + s, c’est-a-dire b < s. Si

b > s, (X}, = 0) est impossible pour tout k.

Elle est suffisante (pour un k convenable). Supposons b < s. Pour 1 < j < b,onaj > let
s—b+j>1,doncd(j) > 0. En partant de X, = b, la suite de b expériences ot1 X
diminue a chaque fois de 1 a une probabilité égale a d(b)d(b—1)---d(1) > 0 (formule des
probabilités composées), donc P(X, = 0) > 0.
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Conclusion

un événement (X, = 0) est réalisable si et seulement si b < s; il l'est alors par

exemple pour k = b.

2. (b) On suppose b < s et k > 1. Comme X varie d’au plus 1 a chaque expérience et
reste positif, (X; = 0) ne peut provenir que de (X,_; = 0) (stabilité) ou de
(X;_; = 1) (diminution). Avec

_ (b+n)(s—b) s—b _ 1 s=b+1
C(0>_(b+n)(r+s)_r+s’ d(l)_b+n r+s

la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet ((X,_; = j))j donne :

Conclusion

pour tout k > 1,

s—b s—b+1
P(X,=0)= T Py =0+

3. (a) On cherche les contraintes que doit vérifier j = X, puis on montre que toutes les

valeurs compatibles sont effectivement atteintes.

Contraintes. Les quatre effectifs décrits dans les notations sont des entiers positifs :

j =0, b+n—j52>0, b+r—373>0, s—b+752>20

soit max(0,b — s) < j < b+ min(n,r). On note j,;,, = max(0,b — s) et

Jmax = 0+ min(n,r);ona jim < b < Jmax

Toutes ces valeurs sont atteintes. Pour j i, < j < jpaoOnab+n—j>letb+r—j5>1,
donc m(j) > 0: depuis j, on passe a j + 1 avec une probabilité strictement positive. Pour

Jmin < J < Jmaxponaj>lets—b+j>1,doncd(j) > 0. Ainsi, pour £ € [jmins Jmaxl, €N
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artant de X, = b et en effectuant |¢ — b| pas dans la bonne direction, on obtient
P 0 P

Enfin, comme X varie d’au plus 1 par expérience, | X;, — b| < k.

Conclusion

les valeurs que peut atteindre X, sont les entiers / tels que

max(0,b —s) < £ < b+ min(n,r)

chacune d’elles étant atteinte avec une probabilité non nulle pour un k£ convenable; pour

kfixé,onadeplusb —k < X, <b+k.

3. (b) Avecb < setn <r,onamax(0,b—s) =0etb+ min(n,r) =b+n=N;: X,
prend ses valeurs dans [0, IV, ], toutes les compositions de U, étant possibles. Pour
j € [0, V], tous les facteurs j,b+n—j,b+r—j>r—n>0ets—b+j > 0sont
positifs, donc les formules d, m, ¢ sont valables pour tous ces états; de plus d(0) = 0
etm(N;) =0.

L'événement (X, = ¢) provient de (X, _; = ¢ — 1) par augmentation, de (X, _; = ¢) par

stabilité ou de (X;,_; = ¢+ 1) par diminution. La formule des probabilités totales donne :

Conclusion

pour tout k > 1 ettout £ € [0,b + n],

PXy=0=m(l-1)PX;_; =L-1)+c(OP(X) =€) +d(l +1)P(X}_, =L +1)

o1 les coefficients sont donnés par :

b+n)(r+s)yml—1)=0b+n—L0+1)b+r—~L+1)
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b+n)(r+s)cl)=Lb+r—0)+b+n—L4)(s—b+¥)

b+n)r+s)dl+1)=L+1)(s—b+£L+1)

en convenant que le terme en P(X,;_; = ¢ — 1) est absent pour ¢ = 0 et que le terme en

P(X;_, ={+1) est absent pour ¢ = b + n. Le systéme est initialisé par P(X, = b) = 1.

1
Pour b =n =r = s =1, onretrouve le systtme de A2: m(0) =1, ¢(1) = 5
1
d(1) =m(1) = i d2)=1
Partie 11

Icib=s=1,n=2,r=3,donc N, =3, N, =4, N\N, = 12; les hypotheses b < s et
n < r de L.B.3.(b) sont satisfaites et X, est a valeurs dans {0, 1,2, 3}.

1. On calcule les coefficients du systeme de I.B.3.(b) et on compare avec M.

2] _4_
Avecs—b=0etb+r=4,b+n=3: d(j) J m(j):(?’ 7)(4—7)

T 1 12
(4 Vi (79
c(j) = i) 12(3 1) — i 5 J) . D’ou1 le tableau des probabilités de passer de
I’état j (colonne) a I'état i (ligne) :
arrivée ¢ / 0 1 2 3
départ j
0 c(0) =0 0 0
1
d(l) = —
1) =13
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arrivée ¢ / 0 1 2 3
départ j
1 m(0) =1 0
5 4
1) = — N = —
(1) =3 d(2) = 13
2 0
6 6 9
1 - — 2 = — e —
ml) =3 2 =15 d3) = 33
3 0 0
2 3

ce qui est la i-iéme coordonnée de M C),_,. Par exemple, la premiere ligne donne

1
P(X,=0)= 1—2P(Xk_1 = 1), conformément a I.B.2.(b) avec s — b = 0.

Enfin X, = b =1, donc C;, = *(0, 1,0,0) est bien la colonne des probabilités P(X, = /).
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Conclusion

pour tout entier £ > 0, C}, = MC),_;.

2. Le coefficient M, ; est la probabilité conditionnelle que U, contienne i boules blanches
apres une expérience sachant qu’elle en contenait j avant. La colonne j décrit donc la
loi du nombre de blanches dans U, apres une expérience a partir de la composition
j : les événements «i blanches aprés 1’expérience », pour ¢ € {0, 1,2, 3}, forment un

systeme complet, donc la somme de leurs probabilités conditionnelles vaut 1.

Vérification directe :

0+124+4040 145+6+0 0+4+6+2 0+0+9+3
12 - 12 - 12 - 12 -

1.

Conclusion

chaque colonne de M est une loi de probabilité (celle de 1’état suivant sachant 1’état
présent), donc la somme de ses coefficients vaut 1. Cela traduit aussi le fait que la

somme des coordonnées de C;, = MC,_, reste égale a 1.

3. (a) On calcule 12M - @, avec

0 100

12 5 4 0
12M =

0 6 69

0 0 2 3

Colonne 1de @, (1,—3,3,—1) :
(0—34+0+0,12—15+1240,0—18+18—9, 0+ 0+ 6 —3) = (—3,9,-9,3).

Colonne 2 de @, ¥(1,5,—3,—3) :
(5, 12 + 25— 12, 30 — 18 — 27, —6 — 9) = (5,25, —15, —15).
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Colonne 3 de Q, ¥(1,12,18,4) :
(12, 12 4+ 60 + 72, 72+ 108 + 36, 36 + 12) = (12, 144, 216, 48).

Colonne 4 de @, /(1,0,—3,2) :
(0,124+0—12+0, 0+0— 18 +18, 0+0— 6 +6) = (0,0,0,0).

Conclusion

3 5 12 0 L5 1
4 12
3 25

119 25 144 0 22 12 0
_ 1 _ |4 12

MQ

219 15 216 0 5D g
4 12
1 15

~15 4 -2y
3 5 48 0 FORET 0

3. (b) Onnote Q;, @y, @3, Q, les colonnes de Q. La j-iéme colonne de M@ est M@, et

la lecture de 3.(a) montre que :

1 )

Mle_ZQp MQQZEQ27 MQ3:Q37 MQ4:0:0'Q4

(par exemple, la colonne 2 de 12M @ vaut (5,25, —15,—15) = 5(1,5,—3,—3)). Les

colonnes Q; sont non nulles (leur premiére coordonnée vaut 1).

Conclusion

1 5
T 1 1 et 0 sont valeurs propres de M, de vecteurs propres associés respectifs
Ql/ QQ/ Q3/ Q4'

3. (c) Méthode 1 — Vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.

Les vecteurs @), @, @5, @, sont des vecteurs propres de M associés aux valeurs propres

deux a deux distinctes i T 1, 0. Une famille de vecteurs propres associés a des
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valeurs propres distinctes est libre; c’est donc une famille libre de 4 vecteurs de M, ; (R),
espace de dimension 4 : ¢’est une base. La matrice (), dont les colonnes forment une

base, est de rang 4 donc inversible.

Méthode 2 — Résolution directe.

A la question 3.(d), on montre que, pour tout Y € M, ; (R), le systtme QX =Y possede

une unique solution, ce qui prouve directement que @ est inversible et fournit Q.

La méthode 1 fait I’économie de tout calcul et justifie que M est diagonalisable; la

méthode 2 est purement calculatoire mais donne en méme temps l'inverse.

Diagonalisation. On pose

L 0 00

4

0 > 0 0
D= 12

0 10

0 0 0O

Les relations de 3.(b) s’écrivent colonne par colonne M@ = QD (la j-iéme colonne de
QD est \;Q;). En multipliant a droite par Q':

Conclusion

1
Q est inversible et M = QDQ ' avec D = diag <_é_l’ 1—52, 1, 0).

3. (d) On résout, pour Y = *(y;,vs, y3, y4) quelconque, le systeme QX =Y d’inconnue

X =*(x, x4, x4, 2,) par la méthode du pivot de Gauss :
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$1+$2+I‘3+CE4 = Y (Ll)
—3xy + 53y + 1225 = yp (Ly)
3xy — 3wy + 18z —3xy = y; (L)
\ —T] — 3$2 + 4373 + 2374 = U (L4)
L4 F L4 + Ll) :
8zy + 155+ 3z, = 3y, +yp (L3)
=2z +5x3+3x4 = y;+yy (L)

Elimination de =, a I'aide de L) (L} + L, + 4L}, L < Ly — 3L}) :

35x5 + 1524 = Ty, + yy + 4y,

D’ou1 successivement :

3523 = Ty, +yo + 4y, — (6y; —ys +3yy) = Yy +Yo +ys +y,, donc z3 =

2x9 = Sx3 + 314 — U3

_ 12y, + by, — 2y5 —

— Yy =

et

— 1524 = =6y, + y3 — 3y,

_ 6y —y3 + 3y,

15

Yt Ys Y3+ Yy
35

5(y1 + Yo +ys +y4) + 7(6y; — y3 + 3y,) — 35y; — 35y,

35

9y,
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12y, + 5y, — 2y5 — 9y,
70

donc =z, =

a5, = W — &y Ay il

_ 210y, — (36y, + 15y, — Gy — 27y,) — (6y; + 6y, + Gys + 6y,) — (84y;, — 1dy; + 42y,
210

_ 84y; — 21y, + 14y; — 21y,
B 210

Le systéme admet une unique solution X = Q'Y pour tout Y.

Conclusion

84 —21 14 =21

1 |36 15 —6 —2r7

84 0 —14 42

1
Controle : la troisieme ligne de Q 1, 3E (1,1,1,1), multipliée par les colonnes de @,

1 1 1
d —(1-— —1)=0, —(1+5—-3-3)=0, —=(1+12+18+4)=1,
onne 35( 3+3-1)=0 35( +5—-3-3)=0 35( + 12+ 18 + 4)

1
%(1 +0—3+2) =0, ce qui est bien la troisiéme ligne de I,. Le produit QQ~! =1, a

également été vérifié numériquement.

4. (a) Par récurrence immédiate a partir de 1., C), = M*C, pour tout k > 0.

Méthode 1 — Calcul de M*.

Par récurrence sur k, M* = QD*Q~! : c’est vrai pour k=0 (I, =QQ ') et, si
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MF = QD*Q7!, alors M*! = QDQ'QD*Q~! = QD*'Q'. Pour k > 1,

INE sk
DF = diag <_Z> ’(E) ,1,0].0na

1

-921 _

10

1

1 15 —

Q1C, = deuxieme colonne de Q! = 310 = 114

6 il

35

0 0

1/ 1\" 1 /5\" 1

e 201 ()4 () o) wa-ere
onc Q" C, (10 D EVACT ,35,0 etC, =QD"Q C,

Méthode 2 — Décomposition de C, dans la base de vecteurs propres.

Les coordonnées de C, dans la base (Q,, @5, Q5,Q,) sont données par Q~*C,, :
1 1
Cy = _EQl + ﬁQ2 + £Q3 + 0 - Q, (controle sur la premiére coordonnée :
1 1, 1 —7+5+2

S T B N kQ. = \*Q. ' i
10+ 14-|—35 =0 0). Comme M"Q; = A\7Q;, on obtient directement, pour
k>1,
1/ 1\ 1 /5\" 1
- (o h (3 o
g 0="10\71) A als) @t

La méthode 1 calcule toute la matrice M¥, utile pour une autre condition initiale; la

méthode 2 ne calcule que ce qui est nécessaire et fait apparaitre le role de chaque valeur

propre.
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Conclusion

pour tout k£ > 1 (et aussi pour k = 0, la composante sur @, étant nulle),

11 5 24+21+25 1
V/ .f. t. : k — 1’ P X — — I — — —,
SEERERL SR K=0=55+2" 168 840 12

bs 1

(=R = ﬁ)' Ces formules ont aussi été controlées
n)(r+s

numériquement en comparant avec M*C, pour plusieurs valeurs de k.

conforme a I.B.1 (

1 5 1\
4. (b) Comme ‘—Z’ <let ’E < 1, les suites géométriques <<_Z> ) et

5\ F
((ﬁ) ) tendent vers 0. Par opérations sur les limites :

Conclusion
lim P(X, = 0) = lim P(X, =1) =22, lim P(X, =2)= =
B ies R T St k™ 785 poteo k=27 35
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4
lim P(X, = 3) = —
Lo P(X), =3) = o

1
Ces limites ont pour somme 1 et forment le vecteur propre £Q3 de M pour la valeur
propre 1. Interprétation : il y a en tout 7 boules, dont 4 blanches et 3 noires; la limite de
P(X, =) estla proportion des (;) = 35 parties a 3 éléments de I’ensemble des 7 boules

qui contiennent exactement ¢ blanches, soit

35

a long terme, le contenu de U, est comme un tirage de 3 boules au hasard parmi les 7.

Relevé des adaptations

Exercice 1, question 2.(b) : la condition «—1 < z — absh» du document source est écrite
—1 < 2 — |h| (rectification d'une coquille typographique sans incidence mathématique).
Dans le corrigé, la dérivabilité de F est établie uniquement par les majorations de 2.(b),

sans théoreme de dérivation sous l'intégrale.

Exercice 2 : 1'énoncé adapté explicite les hypothéses 0 < p < 1 et 'indépendance
mutuelle des perceptions des différents spots pour un méme téléspectateur, implicites

dans le sujet d’origine et nécessaires pour obtenir la loi binomiale.

Probléme, Partie I.A, question 3.(a) : Code adapté en Python. La demande «écrire
’algorithme » est remplacée par 1’écriture d"une fonction Python loi(k) renvoyant

(ug, vy, wy,), conformément au référentiel informatique.

Probleme, Partie I.B : la valeur X, = b, implicite dans I'énoncé (composition initiale,
cohérente avec X, = 1 au A et avec C;, en Partie II), est utilisée dans le corrigé sans

modification du sujet.
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Points restant a vérifier

Exercice 2, question 2 : la valeur numérique de n dépend des constantes a, b, p, non
fournies par I'énoncé; la réponse est donc donnée sous forme littérale. La compatibilité
de cette valeur avec la contrainte implicite an + bn? < 1 ne peut pas étre vérifiée sans

valeurs numériques.
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