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EXERCICE DE MATHEMATIQUES

1

\/4+t4'

Pour tout réel ¢, on a 4 +t* >4 > 0 : g est bien définie, continue (et méme de classe C™)

Dans tout I’exercice, on note g la fonction définie sur R par  g(t) =

sur R, et strictement positive. De plus g est paire.

1. Ensemble de définition de F'.

2z
Il s’agit de vérifier que 'intégrale / g(t) dt a un sens pour tout réel x.
X

Pour tout = € R, le segment d’extrémités = et 2z est contenu dans R, sur lequel g est

continue. L’intégrale d'une fonction continue sur un segment est bien définie.

Conclusion

F' est définie sur R.

2. Imparité de F.

R est symétrique par rapport a 0; il faut montrer que F'(—x) = —F(z) pour tout réel z.

Méthode 1 — Changement de variable affine.

—2x
Soit z € R.Ona F(—x)= / g(t) dt. On effectue le changement de variable affine

t = —u (de classe C1), dt = —du; quand t va de —x & —2x, u va de x & 2x :

car g est paire.
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Méthode 2 — Par la dérivée (en utilisant la question 3, établie

indépendamment).

D’apres la question 3, F' est dérivable sur R avec F’(z) = 2¢g(2x) — g(x). Comme g est
paire, F’ est paire. Posons ¢(x) = F(z) + F(—x) : 1 est dérivable sur U'intervalle R et
V' (x) = F'(x) — F'(—z) = 0. Donc 1) est constante, égale a 1(0) = 2F(0) = 0 (intégrale

sur un segment réduit & un point).

La méthode 1 est la plus directe; la méthode 2 illustre un réflexe utile pour une fonction

définie par une intégrale dont les bornes dépendent de x : étudier sa dérivée.

Conclusion

F' est impaire.

3. Dérivabilité de F' et calcul de F'(x).

La fonction g étant continue sur 'intervalle R, elle admet une primitive G sur R (théoreme

fondamental du calcul intégral), de classe C! avec G’ = g. Pour tout réel x :

Les fonctions = - 2z et GG sont dérivables sur R, donc par composition et différence F' est

dérivable sur R, et :

2 1

VA+ 1624 A+t

Fl(z) = 2G"(2z) — G'(x) = 29(2x) — g(z) =

Comme v4 + 16x2* = 2/1 + 424, on obtient :
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Conclusion

F est dérivable sur R (et méme de classe C* car F’ est continue) et, pour tout réel x,

1 1
F'(z) = — )
(@) V1+drt 4+t

4. Encadrement de F'(x) pour x > 0, puis limite en +oc.

On encadre g sur [z, 2z] puis on inteégre, ce qui est licite car les bornes sont dans 'ordre

croissant.

Soit & > 0 et t € [z,2x]. Alors 0 < z < t < 2z, d’oll, par croissance de u > u? sur R,

<ttt 16x4, puis :

44+t <4+t <4+ 162*.

Ces trois quantités étant strictement positives, la croissance de la racine carrée puis la

décroissance de u > 1/u sur |0, +oo[ donnent :

1 1

—F— < g(l) « —/———.
V4 + 1624 () vVa+xt

Comme z < 2z, la croissance de 'intégrale fournit, le segment [z, 2x] étant de longueur z :

T F(z) € ——
T — X i X T —
vV4+ 16zt Via+axt

, qui tend vers 0

x a5 1
Limite en +o00 : pour z > 0, = =
Va+zt  22/14+4/z4 214+ 4/24

quand x — +o00. Le minorant est positif. Par encadrement, F'(x) — 0.
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Conclusion

pour tout x > 0, I’encadrement demandé est vrai, et lir+n F(z) = 0. Par imparité,
T—r+00

onaaussi lim F(x)=0.
T——00

5. Tableau de variations de F'.

On étudie le signe de F’(x). Les deux racines carrées étant strictement positives :

F(z)20 < Vi+at>V1i+4t < 44+t >1+4* = 3232 <= 12 <1

<= |z| < 1.

On obtient de méme, avec des inégalités strictes, F'(z) >0 < |z| < 1; et
F'(z)=0 < |z| =1.

Donc F' est strictement décroissante sur | — 0o, —1], strictement croissante sur [—1, 1],

strictement décroissante sur [1, +o0l.

1 1
Valeurs remarquables : F'(0) =0; F'(0)=1-— 3= 357 F(—1) = —F(1) par imparité;

2
FQ1) = / g(t)dt > 0 (intégrale d’une fonction continue strictement positive, bornes dans
1

l'ordre croissant). Les limites en 400 sont nulles (question 4).

r —00 —1 0 1 +00
1
F’ (.’E) — 0 + 5 + 0 —

F(z) 0 décroissante —F(1) croissante 0 croissante F'(1) décroissante 0

Conclusion

F admet un maximum global F'(1) atteint en 1 et un minimum global —F'(1) atteint
en —1; en effet sur [1, +o0[, F' décroit vers 0 donc 0 < F(z) < F(1), et sur | — oo, 1]
les variations montrent F'(z) < F(1) (avec F' < 0 sur | — 00, 0]). Le cas du minimum

s’en déduit par imparité.
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6. Valeur approchée de F(1) a 107! pres.

2
Ona F(1)= / g(t) dt. L’idée est d’exploiter la monotonie de g sur [1, 2] pour encadrer
1

I'intégrale par des aires de rectangles.

Sur [1,2], t — 4+ t* est strictement croissante et strictement positive, donc g est
strictement décroissante. Si [c,d] C [1,2] avec ¢ < d, on a g(d) < g(t) < g(c) pour

t € [c,d], d’ou par croissance de I'intégrale :

d
(d—c) g(d) < / g(t)dt < (d— ) g(c).

Méthode 1 — Rectangles a la main avec deux sous-intervalles.

3 3
E] U [57
puis la relation de Chasles :

On découpe  [1,2] =[1, 2] et on applique ce qui précede sur chaque morceau,

Calculs intermédiaires :

4
= ~ 0,33218;

g(§>_\/4 81 145

~ 0,44721 ;

i)

—~
—_
SN~—
|
Sl =
ot

~ 0,22361.

D’ot, en arrondissant le minorant par défaut et le majorant par exces :

0,2778 < F(1) < 0,3897.

[g(1) — g(2)] ~ 0,1118. Son centre

N | =

L’amplitude de cet encadrement est
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1 3 - B
m=7 g(1) + 2g 5 +9(2)| =~ 0,3338 vérifie donc |F (1) —m| < 0,056 < 107".

Remarque : avec un seul rectangle (encadrement de la question 4 pour z = 1), on obtient
0,2236 < F(1) < 0,4473, dont la demi-amplitude 0,112 dépasse 10~! : c’est pourquoi on a

coupé l'intervalle en deux.

Méthode 2 — Méthode des rectangles programmée en Python.

1
On généralise : on subdivise [1,2] en n intervalles de longueur ~ h = —, de points
n

t; =1+ jh pour 0 < j < n. Par décroissance de g et la relation de Chasles :

La différence entre majorant et minorant vaut  h[g(ty) — g(t,,)] =

n n
: o 0112
le centre de 'encadrement approche donc F'(1) & ——— pres.
n
Python
import numpy as np
def g(t):
return 1 / np.sqrt(4 + tx*4)
def encadrement(n):
h=1/n
t =1+h * np.arange(n + 1) # points t_0, ..., t_n de [1, 2]
v = g(t)
minorant = h * np.sum(v[1:n+1]) # rectangles a droite (g décroissante)
majorant = h * np.sum(v[0:n]) # rectangles a gauche

return minorant, majorant
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ml, m2 = encadrement (100)

print(ml, m2, (ml + m2) / 2)

Ce code a été exécuté; il affiche environ 0,332629, 0,334865 et 0,333747. Ainsi
0,3326 < F(1) < 0,3349. Le tableau numpy v contient les valeurs g(t,), ..., g(t,,) ; la
tranche v[1 :n+1] correspond aux indices 1 & n (borne supérieure exclue), et v[0 :n] aux

indices 0 a n — 1.

La méthode 1 se fait a la main et suffit pour la précision demandée ; la méthode 2 montre
comment obtenir une précision arbitraire, le controle d’erreur restant une preuve exacte

(seuls les calculs de g(t;) sont numériques).

Conclusion

F(1) ~ 0,33 2 107! preés (et méme F(1) ~ 0,334 & 2- 1073 pres).

7. Courbe représentative de F'.

Récapitulons les éléments utiles au tracé, établis plus haut :

F' est impaire : la courbe est symétrique par rapport a l'origine.

1
La tangente a l'origine a pour pente F'(0) = 5 c’est la droite d’équation y =

|8

Les tangentes aux points d’abscisses 1 et —1 sont horizontales (F’(+1) = 0), avec

F(1) ~ 0,334.

L’axe des abscisses est asymptote en +oo et en —oo ; d’apres la question 8,

1
F(a:)~2—en +00, et F' > 0 sur |0, +oof, F < 0 sur | — o0, 0][.
7

La courbe ci-dessous a été calculée par intégration numérique de g (méthode de Simpson)

en 241 points de [—6, 6].
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y y=x/2
! (1; F(1) ~ 0,334)

—-——= — - -

03T /

041

027

017

R 11_0'3"
D~ -

L-F@) ) 1

Conclusion

1
la courbe passe par I'origine avec la pente 3 monte jusqu’au maximum (1; F(1)),

puis redescend vers 'asymptote y = 0; la partie < 0 s’obtient par symétrie centrale.

8. Limite de H en 400 et équivalent de F'.

1
On compare g(t) a o) pour t grand, en majorant explicitement leur différence. Pour

1
x >0, la fonction ¢t g(t) — 2 est continue sur [z, 2x] C|0, +oo[, donc H(z) est bien
défini.

Majoration de la différence. Soit ¢ > 0. En multipliant par la quantité conjuguée :

11 VAt - (4+t4) —t B 4
At 2at t2\/4+t4<\/4+t4+t2> t2\/4+t4(\/4+t4+t2)'

Comme VA4 + 12> Vt* =12 >0, on a V4 + %+ 2 > 2t2, dou :

1
I<g90<ppp=p
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2 2
Limite de H. Soit > 0. Pour ¢ € [z,2x], t > x > 0 donc 7 S Par croissance de
x
I'intégrale (bornes dans l'ordre croissant) :
2x
1 2 2
0<—H(w):x/x [t—z— (t)]dtga: T5= 4

2
Comme — — 0 quand x — 400, le théoreme d’encadrement donne  lim H(x) = 0.
x4 Tr——+00

Equivalent de F. Pour z > 0, par linéarité :

Donc 22 F(x) =14 2H(x) — 1 quand & — +o00, c’est-a-dire

Conclusion

1
lim H(x) = 0et F(xr) ~ —. Par imparité, cet équivalent reste valable en
P z—+oo 2T

—0Q.

EXERCICE DE PROBABILITES-STATISTIQUES

Le contexte impose implicitement a > 0 (prix d’achat) et b > 0 (bénéfice par unité

vendue) : chaque unité vendue rapporte a + b francs. Les p,, vérifient p, > 0 pour tout k et

+o0
Z p =1
k=0

1. (a) Gain en fonction du nombre k de demandes.

Le commercant achéte N unités pour un cotit alN et vend min(k, V) unités, chacune au

prix a + b.
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o Sik < N,il vend k unités : gain (a + b)k — aN.

e Sik> N,il vend ses N unités : gain (a + b)N —aN = bN.

Les deux expressions coincident pour k = N.

Conclusion

le gain vaut (a + b)min(k, N) — aN. Le gain aléatoire est donc G = (a +
b) min(X, N) —aN.

(b) Espérance Ep du gain.

La variable min(X, N) prend ses valeurs dans I'ensemble fini {0, ..., N}, donc G est une

variable aléatoire finie : son espérance existe. Par le théoreme de transfert :

N-1
Ey =) [(a+bk—aN]p,+bNP(X > N).
k=0

Comme

N—-1
PX>N)=1- p,
k=0

on regroupe :

=

N—-1
k=0

B
Il
o
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Conclusion

N—-1
Ey=bN—(a+b)> (N
k=0

(somme vide nulle pour N =0, d'ou E,; = 0).

2. (a) Calcul de Epy,; — Ey.

Méthode 1 — A partir de la formule de 1.(b).

D’apres 1.(b) :

N —
Eng—Ey=b—(a+b) | (N+1—=k)p,—> (N—k)p;| .
k=0 k=0

[y

Le terme d’indice k = N de la somme

> (N -

k=0

est nul, donc on peut étendre la seconde somme jusqu’a k= N :

N N
Engy—Exn=b—(a+b)) [(N+1—k) —(N—=k)p,=b—(a+b)> p,.
k=0 k=0
Méthode 2 — Par différence des variables aléatoires.

Pour tout entier k, min(k, N + 1) — min(k, N) vaut 1 si k > N + 1 et 0 sinon. Donc :
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Gy —Gy=(a+b)1xzni —a

Par linéarité de I'espérance (variables finies) et puisque

N
E(lxsnsy) =PX2N+1)=1-3 p;:
ey

N N
Enyg—Ey=(a+b) (1_Zpk> —a:b—(a—l—b)Zpk.
k=0 k=0

La méthode 1 est un calcul de sommes; la méthode 2, plus économique, interprete la
différence : la (N + 1)-iéme unité achetée cotite a et rapporte a + b seulement si elle est

demandée, c’est-a-dire si X > N + 1.

Conclusion
N
EN+1 _EN = b_ (a—i—b)Zpk
k=0
(b) Conditions de croissance et de décroissance.
Posons
N
®(N)=) pp=P(X<N)
k=0

b
et B:a+b.Commea>06tb>0,0<5<1.Puisquea—l—b>0:

Eniy—Ey=(a+b)[f-2(N)].
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Donc Ey., 2 Exy <= ®(N)<f,et Ey, < Ey <= ®(N)>p.

Propriétés de @ : comme py ., >0, (N + 1) > ®(N) : ® est strictement croissante. De
plus

+oo
O(N) =D pp=1>8
k=0

quand N — +o0. L’ensemble {N € N : ®(N) > f} est donc non vide (définition de la
limite avec e = 1 — 8 > 0) ; c’est une partie non vide de N, elle admet un plus petit

élément noté N*.
o Pour N < N*: ®(N) < f par définition de N*, donc En,; > Ey.
o Pour N > N*: ®(N) > ®(N*) > f par croissance, donc Ey,; < Ey.

Conclusion

la suite (Ey ) est croissante tant que

b
Zpk< a+b’

N
k=0

c’est-a-dire sur {0, ..., N*}, puis strictement décroissante a partir du rang N*, des que

Sn>
kzopk a+b

(c) Bénéfice optimal.

D’apres (b), By < B} < < Epv et Ene > Epe iy > En. g > - Donc Ey. > Ey pour

tout NV € N : I'espérance de gain est maximale pour N = N*.
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Par construction, N* est le plus petit entier N tel que

ce qui équivaut, d’apres (a), a Ey ; — Ey <0.

Remarque : comme & est strictement croissante, ’égalité ®(N) = § a lieu pour au plus
une valeur de IV, nécessairement N = N* — 1; dans ce cas Ey._; = Ey. et les deux choix

sont optimaux. Dans tous les cas N* réalise le maximum.

Conclusion

le nombre optimal d’unités a acheter est S = N*, plus petite valeur de N telle que

En,1 — Eyn <0, ou encore telle que

S >
kzopk a+b

PROBLEME

Premieére partie - A

Pour m > 1, I(0,m) est le nombre de permutations des m éléments sans point fixe (aucun
élément a sa place initiale) ; la convention I(0,0) = 1 correspond & 'unique permutation
de I'ensemble vide.

1. (a) Montrer que I(k,n) = C*¥1(0,n — k).

On construit les permutations ayant exactement k points fixes en deux choix successifs.

Soit 0 < k < n avec n > 1. Une permutation o ayant exactement k points fixes est

entierement déterminée par :
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o l'ensemble A de ses k points fixes, qui est une partie a k éléments de ’ensemble des n

positions : C* choix;

e sa restriction aux n — k éléments restants, qui est une permutation de ces n — k
éléments sans point fixe (sinon o aurait plus de k points fixes) : I(0,n — k) choix

lorsque n — k > 1. Si k = n, la seule possibilité est I'identité et 1(0,0) = 1 convient.

Réciproquement, toute partie A a k éléments et toute permutation sans point fixe du
complémentaire de A définissent une permutation (identité sur A) ayant exactement k
points fixes, et deux couples différents donnent deux permutations différentes. Le principe

multiplicatif donne le résultat.

Conclusion

I(k,n) = CFI1(0,n —k) pour 0 < k < n.

(b) Relation (1).

Chacune des n! permutations des n éléments a un nombre de points fixes compris entre 0

et n, et un seul. On partitionne donc ’ensemble des permutations selon ce nombre :

n! = ;I(k,n) = kz_;cﬁf(o,n—k).

On effectue le changement d’indice j = n — k et on utilise C’f{_j = C’% :

nl =" CLI(0,j).
=0

Pour n = 0, la relation s’écrit CJ I(0,0) =1 = 0! : elle est vraie par convention.
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Conclusion

pour tout n € N,

2. (a) Identité binomiale puis somme alternée.

Question rectifiée (I’énoncé original comporte des indices incohérents, voir le relevé des

adaptations).

Méthode 1 — Calcul avec les factorielles.

Pour 0 <k<i<n:

O =GR Tn—0)  HG=R =1

et, puisque 0 <i—k<n—=k:

Méthode 2 — Double dénombrement.

On compte les couples (B, A) de parties d'un ensemble E a n éléments telles que A C B,
Card A = k, Card B = i. En choisissant d’abord B (C? choix) puis A dans B (C¥ choix),
on obtient C! C¥. En choisissant d’abord A (C* choix) puis les i — k éléments de B\ A

parmi les n — k éléments de E\ A (Cf;’z choix), on obtient C’fi C’f;}fﬁ.
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Le calcul est immédiat ; le dénombrement explique d’ou vient 'identité et se retient mieux.

Somme alternée. Soit 0 < k < n. D’apres l'identité, puis avec j =i — k et la formule du

bindme :

n—=k
D (-1)ICECE =CkY (-1)iCih = (-1)ECEY I (—1)1nk
.

carn—k>1.

Remarque : pour k = n, la somme se réduit au terme ¢ = n et vaut (—1)" # 0; ce cas

interviendra en (b).

Conclusion

CfoL:Cﬁ fb__",;pour0<k<i<n,et

n

D _(Fickci=0

i=k

pour 0 < k < n.

(b) Calcul de I(0,p).

On «inverse » le systéme triangulaire formé par les relations (1) écrites pour

n=0,1,...,p, en les combinant avec les coefficients (—1)iC’Z’;.

Soit p € N. Pour chaque ¢ € {0, ..., p}, la relation (1) au rang i s’écrit

> CkI0,k) =il
k=0

On la multiplie par (—1)* C}, et on somme pour i de 0 & p :
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p 7

=> )1 CLCFI(0, k).

1=0 k=0

'tﬂ@
|

-
Il
o

Le membre de droite est une somme finie sur les couples (i, k) tels que 0 < k < i < p; on

peut intervertir 'ordre de sommation :

i (0, [i ) CECE

k=0

D’apres (a) appliqué avec n = p, le crochet est nul pour k < p; pour k = p, il vaut
(=1)P CP CP = (—=1)P. Donc le membre de droite vaut (—1)? I(0,p).

p!

(p—i)l’

Membre de gauche : C’Ii, il = , donc, avec j =p—1i :

1
Vérification : 1(0,0) = 1, 1(0,1) =1 —1=0,  I(0,2) = 2 (1 1+ 5) _1,

1
1(0,3) =6 <§ — 6) = 2, conformes au dénombrement direct.
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Conclusion

pour tout p € N,

3. (a) Loi de X,,.

L’univers est I’ensemble des n! permutations des lettres, muni de la probabilité uniforme
(hypothese d’équiprobabilité). L’événement [X, = k| est formé des permutations ayant

exactement k lettres bien placées, au nombre de I(k,n).

Conclusion

pour k € {0,...,n}, P(X,=k)=

(b) Relation k P(X,, = k) = P(X

n_1 =k —1) et espérance de X,,.
uestion rectifiée : la relation n’a de sens que si X, _; est défini, c’est-a-dire pour n > 2.
n—1

Relation. Soit n > 2 et 1 < k < n. D’apres 3.(a) et 1.(a) :

'CQI(O,n—k:)_k I(0,n—k)  I(0,n—k)

kP(Xy = k) =k n! K-k (k=1 (n—Fk)!

De méme, avecn —1>21et 0<k—1<n—1:

PQ%JZk_D:C%jHQW—i%%k—D): 1(0,n — k)

Les deux quantités sont égales.

Espérance. X, est une variable finie, son espérance existe.
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Méthode 1 — Avec la relation précédente.
Pourn > 2 :
n n n—1
E(X,)=) kP(X,=k) =) P(X, ,=k—-1)=) P(X,,=j)=1
k=0 k=1 7=0
car X, prend ses valeurs dans {0, ...,n — 1}. Pour n = 1, 'unique permutation laisse la

lettre en place : X; =1 et E(X;) = 1.

Méthode 2 — Décomposition en indicatrices.

Pour 1 <7 < n, soit A; I'événement « la lettre i est a sa place ». Les permutations fixant ¢

_ |
u = 1 Comme

sont au nombre de (n —1)!, donc ~ P(A4;) = '
n! n

la linéarité de I'espérance donne

E(X,) = i% —1.

La méthode 2 ne nécessite pas la loi de X, et vaut pour tout n > 1; elle illustre l'intérét

de la linéarité, qui ne demande aucune indépendance.
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Conclusion

pour tout n > 1, E(X,,) = 1.

4. (a) Limite de P(X,, = k) quand n — +oo0.

Soit k € N fixé et n > max(k, 1). D’apres 3.(a), 1.(a) et 2.(b) :

Quand n — +o00, n — k — +00, et la somme partielle tend vers la somme de la série

exponentielle en —1, soit e~

Conclusion
ol

(b) Approximation par une loi de Poisson.

k

A
Si X suit la loi de Poisson de parametre A > 0, P(X =k) = e_Aﬁ Pour A =1, on

il
e
obtient P(X =k) = R qui est exactement la limite trouvée en (a), pour tout k € N.

Conclusion

-1

pour n grand, P(X,, = k) est approché par p,=PX =k)= ek—', ou X suit la

loi de Poisson de parametre A = 1. On note la cohérence avec E(X,,) =1 = E(X).

5. (a) Monotonie de (s5,) et (s5,,41)-

Soit n € N. On calcule les différences de deux termes consécutifs de chaque suite :

N 1 N 1 1—(2n+ 2) 2n +1 -
s — S9, = U U =— = =
ez tae Al DR T On 4+ 1) (2n+2)0 (2n+2)! (2n +2)!
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1 1 2n + 2
S2n+3 ~ Sont1 = Ugpio T Ugpyg = (2n + 2)! - (2n + 3)! - (2n + 3)! > 0.

Conclusion

(89y,) est strictement décroissante et (s,,,, ) est strictement croissante.
(b) Position de e~! et majoration de I'erreur.
Méthode 1 — Suites adjacentes.
Les suites (Sg,,) et (S5,,1) sont adjacentes : 'une décroit, l'autre croit, et
Soni1 — Sop = Ugpi1 = —m — 0. Elles convergent donc vers la méme limite ¢, avec,

pour tout n :

Sont1 S L < 89

1

Par ailleurs (s,,) converge vers e " (série exponentielle), et (s,,,) en est une sous-suite,

donc ¢ = e~ 1.

Soit n € N.

o Sin =2m est pair : Sy, < €' < Sy, donc e ! est entre s, et s, ;.

o Sin=2m+1 est impair : sy, < e ' < 8g,,,9, donc e ! est entre s,, et s, ;.

Dans les deux cas, e~ appartient au segment d’extrémités s,, et s, ,, dont la longueur est

[Sn41 = Sl = [t 41| Done |s, — e < fupy.
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Méthode 2 — Inégalité de Taylor-Lagrange (pour la majoration seule).

La fonction exp est de classe O™ sur [—1,0] et |exp("+1)| =exp < 1 sur [—1,0].

L’inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et —1 donne :

e

k=0

|_1_0|n+1 1 | |
. = = U .
(n+1)! (n+1)! et

<

Cette seconde approche donne directement la majoration, sans la position de e~! entre
deux sommes partielles ; la premiere, propre aux séries alternées dont le terme général

décroit en valeur absolue, fournit en plus le sens de ’erreur.

Conclusion
pour tout n € N, e~! est entre s, et s, 4 et |5, —e | < |u, 4| = ! .
n n+ n n+ (n_|_ 1)|
(c) Erreur de 'approximation de Poisson.
1
Soit n > 1 et k € {0,...,n}. D’apres le calcul fait en 4.(a), P(X, =k)= 71 Snk- Donc,
d’apres (b) appliqué au rang n — k € N : .
1 1 B 1
Conclusion
pe— P(X, = k)| < ———
Pr n TS ok 1)

(d) Casn=71.

uestion rectifiée : on compare p, a P(X, = k) (I’énoncé original écrit X,)).
k 7 g 0
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SN 1 Ck
D’aprés (c), pour k € {0,...,7} :  |p, — P(X, =k)| < & B — 8_?'

Les coefficients C;{ valent 1,8, 28, 56,70, 56,28, 8 pour k =0,...,7; le plus grand est
Cg = 70. Donc, pour tout k :

70 1
S P(X =) < = A~ 174-103 < 21073,
Pk = P(X7 =Rl < Jo300 = 576 = 1

Conclusion

pour tout k € {0,...,7}, |pp, — P(X; = k)| <2-1073.

Deuxieme partie - B

1. (a) Etude et représentation de f.

flz) = 16 est définie sur R\ {1}, de classe C* sur | — 0o, 1| et sur |1, +oo[ comme
—z

quotient de fonctions C'*° dont le dénominateur ne s’annule pas.

Dérivée. Pour = # 1 :

—e *(l—x)—e®-(-1) ze°

f/(@) = T T

Le signe de f’(z) est celui de = : f est strictement décroissante sur | — oo, 0], strictement

croissante sur [0, 1] et sur |1, 4+o0].

Limites.

eY
o En —oco:enposant y = —z — +oo, f(x) = I — 400 par croissances comparées.
Y

e Enl-:e®—elt>0et1—2— 0", donc f(x) — +oo.

e Enl1t:1—2— 07, donc f(x) —» —o0.
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e En+oo:e®—=0et1l—x— —o0,donc f(x) = 0, avec f(z) <0 pour z > 1.
Valeur remarquable : f(0) = 1, minimum de f sur | — oo, 1[, avec tangente horizontale.

Convexité. En dérivant f/'(z) =ze *(1 —z) 2 :

e [(1—1z)? 4 2z]

ffiz)=e®*(1—2)2—ze*1—2)2+2ze%(1l—2)3 =

1-=)°
e (1+a?)
(1—zx)3
Donc f est convexe sur | — oo, 1] et concave sur |1, +o0].
T —00 0 1 ~+00
f(z) — 0 + +

f(z) 4oo décroissante 1 croissante +oo puis —oo croissante 0

Asymptotes : la droite x = 1 (verticale) et la droite y = 0 en +o0.
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Conclusion

f décroit de +00 a 1 sur | — 00, 0], croit de 1 a 400 sur [0, 1], et croit de —oo a 0 sur

11, +oo[.

(b) Dérivée n-ieme de f.

On écrit f = uv avec u(z) = e et v(x) = (1 — )7L, toutes deux de classe C*° sur

R\ {1}, et on applique la formule de Leibniz.

Dérivées de u et v : ul™ (z) = (—1)™e™*, et par récurrence immédiate

v (z) = (1_‘7? (si c’est vrai au rang j, la dérivée de j!(1 — 2)~U*+D est

MG+ DA —2)"U).

Formule de Leibniz : pour x # 1 et n € N,

@) = 3 Ol (@) o) (z) =
=0

Aveci=n—j:
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o (=1 1 nle® < (=1)° ,
f(n)(x) :n!e x - o po =] o - (]_—x)z
ZZ_; il (1—x)* (1—2x) HZZ_; !
Enz=0:
o) =S ro
OO =nt) = =10m)
d’apres A.2.(b).
Conclusion
pour tout = # 1,
. nle® <~ (=1)° ;
=0
et
n _1>Z
m)=ntS D 10
fOO =nt ) - =10.m)
(c) Expression de P(X,, = k).
D’apres A.3.(a), A.1.(a) et (b) ci-dessus, pour 0 < k < n :
P(X — k) _ Oﬁl(oan_k) — I(Oan_k) — l f(nik)(())
" n! El(n—k)! k' (n—k)!’
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Conclusion

2. (a) Expression de E(G,,).

G,, prend la valeur g, = S k! o sur Pévénement [X,, = k], 0 < k < n : c’est une variable

finie, d’espérance :

EG,) = iSk!akP(Xn —k) = Siakw

k=0 = (k)

m
d’aprés 1.(c). Avec m =n —k,ona of =a” (—) , d’ou :

On reconnait la partie polynomiale de la formule de Taylor. La fonction f est de classe

1 1 1
C™*1 sur Pintervalle | — 0o, 1[, qui contient le segment [O, —] puisque 0< — < 5" La
o) !

1
formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et — s’écrit :
a

1
=5

(@) B8 e

Conclusion

(b) Majorations de | f®)(¢)].
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1
Question rectifiée : intervalle [0, —] et facteur e* dans la premi¢re majoration (voir le
a

relevé des adaptations).

1 1 1
Soit tE[O,—]etpED\l.Ona 0<t<—<=,donc1—1t¢t>0.
Q@ Q@

[\D

Premiere majoration. D’apres 1.(b) :

1_k
@ (1) = 1_tm4§: t).

| e_t

Le facteur ﬂpw est strictement positif, et par I'inégalité triangulaire, comme
1—t>0:
$ (DA 04 0o
X
k=0 k! per
D’ou

p'e 1—t
‘f(p)(t)| =S p+1 Z

Deuxiéme majoration. La série exponentielle

1—t)*
R

est a termes positifs et de somme el ; toute somme partielle est donc majorée par el=t.

Ainsi :

p! 6—t el—t p! 61—275

1— P (1— Pl

[fP )] <
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1
1=2t 1—t>1—=>0,
o

QIr

Troisieme majoration. Comme t > 0, e <e Comme t< —,

p+1
donc (1 —¢t)Ptt > <1 — —) > 0. Par conséquent :
a

Conclusion

1
les trois majorations demandées sont établies pour tout ¢ & [O, —] et tout p € N.
o

(c) Majoration de |I,,(c)|.

On applique (b) avec p = n + 1, puis on integre. Pour ¢ € [O, —

donc, les bornes étant dans 'ordre croissant :

Or :
1 n 1 n+1 l/a
1o | = —t Z ¢
%/a 2 dt = | —=Z !
ol (n+ 1! (n+ Dla™
0
1 n+2 __1\n+2
Donc, avec (1 — —) = % :
« a”
ea"t? ae

n(a)| = (a IR 1)n+2 an-i—l - (04 _ 1)n+2'
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Conclusion

e
11, ()] < (a1

(d) Equivalent de E(G,).

Comme o > 2, ona a—1> 1, donc (o —1)""2 — 400 et, d’apres (c), I,,(a) — 0 quand

n — +00.
1 -1/« —1/a
Par ailleurs  f (—) _ = _ = > 0. D’apres 2.(a) :
a 1_ 1 a—1
Q
E 1
SOénf <_> f (_) n——+oo
Q Q
Conclusion

3. (a) Signe de @, sur [0, 1].

Décroissance. Soit u € [0,1] et n € N :

u"™ u”
<1let — > 0. La suite (—,) est donc décroissante.
n+1 n! n!'/ e

Cas p impair. Ecrivons p = 2q + 1; on regroupe les termes par paires consécutives :

Byl =2 [(23')! BCE 1)!] =Y

7=0
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car chaque crochet est positif par décroissance de la suite.

Cas p pair. Sip =0, ®y(u) =1 > 0. Si p > 2 est pair, p — 1 est impair et :

u?
(ﬁp(u) = (I)pfl(u) F = (I)pfl (U) 2 0.

Conclusion

pour tout p € N et tout u € [0,1], ®,(u) > 0.

1
(b) Expression de f®) et signe sur [0, —}.

Q
Méthode 1 — Lecture de la formule de Leibniz.
D’apres 1.(b), pour t # 1 :

» B plet P (—1)¢ i plet
f”“>—(y_ww1§; T u_¢)_iTjBEI¢A1—w

ou l'on a prolongé la définition de @, a tout réel par la méme formule polynomiale.

Méthode 2 — Récurrence sur p.

Notons P(p) : « pour tout t < 1, fP)(t) = plet(1 —t)~(P+D) ®,(1—1)» P(0) est vraie car

®, = 1. Supposons P(p). On note w = 1 — ¢ et on remarque que :

(I);)(w) = Z (.__1il wt = —q)p_l(w) = _(I)p(w) + (—1)PwP

-1 (4 )! p!

2
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(somme vide pour p = 0, ce qui reste cohérent). En dérivant ¢ e_tw_(pH)CI)p (w), avec
dw

— = —]l ¢
dt

d ., . p+1 /

- [e o (p+1)q)p(w)] — ety (P+1) { ®,(w) + %@p(w) — P/ (w)

_1)p+1,,p+1
_ e—tw—(p+2) (p+1)q)p<w) _|_( 1) "U) :|
p:

Or

(_1)p+1wp+1

p!

(_1)p+1wp+1

(p+1)2,(w) + (p+ 1)

— (041 |, (0) + = (b4 1)y ).
En multipliant par p!, on obtient f®P+V(¢) = (p + 1)! e lw PO (w) 1 P(p+ 1) est

vraie.

La méthode 1 réutilise un calcul déja fait ; la méthode 2 est autonome et montre comment

vérifier une formule de dérivée p-ieme donnée par 1’énoncé.

1 1
Signe. Pour ¢t € [O, —], 1—te [1 - —, 1] C [0,1], donc ®,(1 —t) > 0 d’apres (a),
Q@ a
ple?
Conclusion

—t

! 1
f@(t) = ﬁtﬁp(l —t) et f®P)(t) > 0 pour tout t € [O, a] et tout p € N.

(c) Encadrement de E(G,,).

1]’ (1/a—t)"

Majoration. Sur [O, — ' >0 et f™F(t) > 0 d’apres (b) ; par positivité de
e n!
1
I'intégrale (bornes croissantes), I,,(«) > 0. Avec 2.(a) et Sa™ >0: E(G,) < Sa™f (—)
o)

ae

Minoration. D’apres 2.(c), I,(a) < |,(a)| < rEnGE donc
1 1 ae - n
f (a) - In(a) 2 f (a) - m, et on multlphe par Sa™ > 0.
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Conclusion

San [f <1> - #] < E(G,) < Sanf (é) .

«

4. (a) Valeurs de P(X; = k).

7 avec 7! = 5040. Les valeurs

D’apres A.l.(a) et A3.(a), P(X,=k)

i

I1(0,m) =m! in: (_1)

1
= »

sont, pour m =0,...,7:1,0,1,2,9,44, 265, 1854 (par exemple

1 1 1
I10,4) =24 |- —=+ =] =12—-4+1=9).
(0.4) <2 6 * 24) * 2
k Cck I1(0,7— k) P(X,=k) valeur décimale
103
1 1854 —
0 85 580 0,36786
53
1 7 265 Tad 0,36806
2 21 44 11 0,18333
60 ’
1
— 2
3 35 9 16 0,06250
1
4 2 — 1
35 = 0,01389
1
— 1
5) 21 1 210 0,00417
6 7 0 0 0
7 1 1 ! 0,00020
5040 ’

Controle : 1854 4 1855 4+ 924 + 315 4+ 70 + 21 + 0 + 1 = 5040, la somme des probabilités

vaut bien 1. On a P(X,; =6) = 0 : si six lettres sont a leur place, la septieme l'est aussi.
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Conclusion

la loi de X, est donnée par le tableau ci-dessus; elle est proche de la loi de Poisson de

6_1

parametre 1 (e7! ~ 0,36788, =5 & 0,18394, ...), conformément a A.5.(d).

(b) Calcul de E(G-).

D’apres 2.(a),

e ST G 10,7 — )
B(G) =82 3 ey =S¥ e mn

(on peut aussi calculer directement

> KI3FP(X, =k),
k

ce qui donne les mémes termes).

k 3k % terme
0 1 o

% ~ 0,3679
1 3 a

% ~ 1,1042
2 0 et =33
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1(0,7 — k)

k 3k 7R terme
9
27 —
3 24
81
— =10,125
8 9
2
4 81 - 27
6
1
5 243 — 121,5
2
6 729 0 0
7 2187 1 2187
En sommant :
3948667
FE = ——S5~~235040S5.
Conclusion
3948667
EF(G,) = ——— S5 ~ 235040 S.

(c) Comparaison avec 'encadrement de 3.(c).

1 e1/3 3

Avecn=Tet a =3 : a" = 2187, f <§> = 23 = 56*1/3 ~ 1,074797 et

ae 3e 3e
—— = — = — & 0,015927.
(a—1)7*2 29 512

- 3 13
Majorant : S - 2187 - 3¢ ~ 2350,58 S.

. 3 -1/3 3e )
: . — —— |~ 231 .

Minorant S - 2187 (26 519 315,755
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On a bien 2315,75 5 < 2350,40 .5 < 2350,58 S. La valeur exacte est tres proche du
majorant : 1’écart vaut environ 0,18 S, soit une erreur relative d’environ 8 - 1072, ce qui

3
correspond & I-(3) ~ 8,4-107°. La borne 2 1,6 - 1072 de 2.(c) est donc environ 190

512
fois trop grande : la majoration de ‘ f ("+1)| par sa valeur au pire point est pessimiste.

Conclusion

1
le résultat est conforme a ’encadrement de 3.(c), et 'équivalent S o™ f (—) de 2.(d)
!

fournit des n = 7 une excellente approximation de E(G;).

Relevé des adaptations

Aucune notion hors programme (nombres complexes, Slutsky, critére d’extremum ancien,
code non Python) n’apparait dans ’épreuve; les adaptations sont des rectifications

d’erreurs de 1’énoncé original.

o Probléme, préambule : « portant dans un nombre quelconque les n lettres » remplacé
par « portant, dans un ordre quelconque, les n lettres », et « qui laissent k£ éléments »
précisé en « qui laissent exactement k éléments » ; c’est le sens utilisé dans tout le

probleme.

o A.2.(a) : I'énoncé original écrit C’J’?C’,i = CFCUk pour 0<i<k<net

> (-1ickCi =o.
i=k

Indices rectifiés en C’fC’fl = C’;C’f;lfc pour 0 < k<t <n,et

i(—w(){“qﬁ =0

i=k

restreint & 0 < k < n (pour k = n la somme vaut (—1)™). C’est la forme utilisée en A.2.(b).
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A.2.(b) : «la relation (R) » remplacé par «la relation (1) », seule relation numérotée de

I’énoncé.

A.3.(b) : ajout de la condition n > 2, car X,,_; n’est pas défini pour n = 1; le cas

n = 1 est traité directement dans le corrigé.

o A5.(d): P(X, = k) remplacé par P(X, = k), conformément a ’hypothese n = 7.

B.2.(a) : la borne supérieure 1/e de I'intégrale I, (cv) est remplacée par 1/« seule

valeur compatible avec la formule de Taylor en — et avec la suite du probleme.
o

1
B.2.(b) : I'intervalle « [0;1; a] » est remplacé par [0, —], et le facteur e~ ! de la
Q
premiére majoration par e~t. L’énoncé original est faux (pour p =0 et t = 0, il
affirmerait 1 < 6_1) et la version rectifiée est celle qui conduit a la deuxieme

p! e1—2t
majoration -————= ademandee.
j t (1 t)p+1 d d/

Exercice d’analyse, question 7, et B.1.(a) : les courbes demandées sont tracées en SVG
dans le corrigé, calculées exactement & partir des définitions de F' et de f (intégration

numérique pour F').
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